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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

За последние десятилетия, как известно, резко увеличилось 
количество научных изданий; это явление получило название «ин­
формационного взрыва». Наука о движении жидкостей и газов (гид­
роаэромеханика) не составляет исключения. Не говоря уже о бес­
счетных журнальных статьях, можно отметить, что и число моно­
графий и учебных пособий по механике жидкостей исчисляется 
многими десятками. Поэтому для каждой новой книги, представля­
ющей определенную ценность, следует указать ее место в этом море 
информации. 

Как это имеет место и для многих других наук, за последние 
10—20 лет существенно расширилась область применения законов 
движения жидкостей, использовавшихся ранее в основном в таких 
традиционных сферах, как авиастроение, судостроение и турбо­
строение, теории морских ветровых волн и приливов. Так, выдели­
лась очень большая и важная отрасль — магнитная гидродинамика. 
Широкое развитие в связи с освоением космоса (ракетостроением) 
получила механика переменной массы. Много работ посвящено 
близкой к гидродинамике механике сыпучего тела и т. д. Сама же 
гпдроаэродинамика все более отчетливо разделяется на гидродина­
мику несжимаемой жидкости (собственно гидродинамика) и гидро­
динамику сжимаемой жидкости (аэродинамика). В последней выде­
ляется в самостоятельную область исследование движения тел с боль­
шими скоростями, близкими к скорости звука или сверхзвуковыми 
(газовая динамика). Все это обусловило появление, кроме общих 
книг по гидроаэродинамике, более многочисленных изданий (как 
монографий, так и учебных пособий), относящихся к тому или иному 
из указанных разделов учения о движении жидкостей. 

В области общей гидроаэродинамики известны такие солидные 
издания в зарубежной литературе, как классический труд Г. Ламба 
'1932 г., перевод — 1947 г.), в последнее десятилетие — моногра­
фии Л. М. Милн-Томсона и Дж. Бетчелора и др. В отечественной 
литературе надо отметить в первую очередь университетский курс 
Н. Е. Кочина, И. А. Кибеля и Н. В. Розе (последнее издание — 
1963 г.), несколько более практичный капитальный труд Л. Г. Лой-
Цянского (1970 г.) и ряд других. Все эти курсы требуют от читателя 
(в большей или меньшей степени) достаточно хорошей математической 
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подготовки и, попросту говоря, привычки работать с теорети­
ческой литературой. Таких качеств, однако, зачастую не хватает 
инженерам и студентам специальностей, так или иначе связанных 
с движением жидкостей. Кроме того, в общих курсах, естественно, 
не делается отбор материала, необходимого для работников той 
или иной профессии. 

Эти обстоятельства привели, с одной стороны, к появлению учеб­
ных пособий по прикладной гидродинамике, характеризующихся 
наглядностью изложения, зачастую с некоторым ущербом для стро­
гости. Из таких курсов можно назвать, например, переводную 
книгу Дж. Дейли и Д. Харлемана. Стремление к наглядности четко 
выражено и в объемистой монографии А. Н. Патрашева. С другой 
стороны, имеется целый ряд книг ограниченного объема и назначе­
ния, в которых из основ гидродинамики исключаются разделы, 
не являющиеся существенно важными для специалистов данного 
профиля; другие разделы, наоборот, усиливаются и акцентируется 
внимание на практических приложениях гидромеханики в соответ­
ствующей отрасли. Среди таких изданий можно назвать книгу 
Дмитревского для высших мореходных училищ, М. Я. Алферьева — 
для институтов речного транспорта, Д. С. Кузнецова — для гидро­
метеорологов и т. д. Среди указанных и других источников нет 
ни одного, предназначенного для океанологов, гидрологов суши 
и специалистов по морской и береговой гидравлике и гидротехнике 
(в книге Кузнецова, вышедшей из печати более 20 лет тому назад, 
большинство практических аспектов относится к метеорологии). 

Этот пробел и может восполнить предлагаемая вниманию чита­
теля книга известного французского гидравлика и гидродинамика 
Бернара Ле Меоте, представляющая собой переработанный курс 
лекций. Характер изложения и построение курса тщательно про­
думаны автором в методическом отношении. Это проявляется прежде 
всего в чрезвычайной простоте изложения, сочетающейся с четкой 
формулировкой физических представлений. Математические ме­
тоды используются автором осторо/кно — сначала в небольшом 
объеме, затем они постепенно усложняются. Выкладки выполняются 
очень подробно. Приводится большое количество наглядных иллю­
страций. Для лучшего усвоения материала специально подобраны 
многочисленные, обычно довольно сложные примеры, многие из ко­
торых снабжены ответами. Учебный характер книги подчеркивается 
также отсутствием исторического обзора и списка литературы. 
В уравнениях для составляющих скорости, сил и т. д. отмечается 
физический смисл (происхождение) каждого из слагаемых. Автор 
не стесняется еще и еще раз повторить главные мысли, сопоставить 
между собой различные виды (случаи) уравнений с тем, чтобы пока­
зать, какие члены того или иного уравнения и как исключаются, 
добавляются или изменяются. Подобные методические приемы су­
щественно облегчают усвоение содержания книги. 

Автор выбрал оригинальную, нестандартную, но тем не менее 
вполне логичтгую последовательность изложения. Книга разделяется 
на два тома и три части. Рассматривая гидродинамику как области 
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прикладной математики, автор приводит в п е р в о й ч а с т и 
только главные принципы и выбор на этой основе уравнений нераз­
рывности и движения для всех возможных случаев гидродинамики 
несжимаемой жидкости. В о в т о р о й ч а с т и (составляющей 
вместе с первой частью том I) дается описание некоторых важнейших 
математических операций, выполняемых над этими уравнениями, 
и установление такого фундаментального соотношения гидравлики, 
как уравнение Бернулли с его многочисленными приложениями. 
Рассматривается также уравнение импульсов, позволяющее огра­
ничиться знанием характеристик потока только на его концах 
(«не влезая внутрь» рассматриваемой массы жидкости) и поэтому 
являющееся, как указывает автор, «ключом» к гидравлике. 

Особого внимания заслуживает т р е т ь я ч а с т ь книги 
(том II), посвященная теории волн на воде, поскольку именно эта 
часть представляет основной практический интерес для океанологов, 
гидрологов и специалистов по морской и речной гидротехнике и вод­
ным путям (некоторые специфические вопросы, такие, как поток 
в пористой среде, рассматриваются и выше). В этой части, особенно 
в главе XVII, органически сочетается гидродинамика с гидравликой. 
Такое сочетание, прослеживающееся в меньшей степени и в других 
главах (например, IX и XII) , является существенно необходимым 
в паше врелгя, когда наблюдается, с одной стороны, тенденция дове­
дения уравнений гидродинамики до практических выходов не только 
в случаях движения тела (решетки тел) в потоке или потоков в тру­
бах, как это было ранее, но и для потока в границах более сложной 
формы; с другой стороны, тенденция теоретического осмысливания 
уравнений гидравлики. Следует отметить имеющиеся отдельные 
попытки частичной ликвидации разрыва между гидродинамикой 
и гидравликой, например в литературе по динамике русловых по­
токов (К. В. Гришанин), частично — по речной гидравлике (А. В. Ка-
раушев) и т. д. Обзор таких работ приводится в статье О. Ф. Ва­
сильева и В. М. Лятхера в книге «Механика в СССР за 50 лет». 
Вопросгэ! соотношения гидромеханики и гидравлики открытых по­
токов детально освещаются в монографии Н. А. Картвелишвили 
«Потоки в недеформируемых руслах» (Гидрометеоиздат, 1973), 
содержащей целый ряд новых подходов к решениям внутренней 
задачи (движение жидкости в русле). 

Читателям, интересующимся распространением волн на воде, 
следует иметь в виду, что эти вопросы в практических аспектах 
отражены в океанологической литературе в книгах Г. Свордрупа, 
Дитриха и Калле и т. д. за рубежом, В. В. Шулейкина, Вс. Берез-
кина, Н. Н. Зубова в СССР, в теоретических аспектах в монографии 
Д*- Дж. Стокера. Некоторые сведения о физических представле­
ниях и практических аспектах расчета морских ветровых волн 
и длинных волн в естественных руслах можно получить соответ­
ственно в книгах Г. Е. Коненковой «Динамика морских волн» 
'изд. МГУ, 1969) и М. С. Грушевского «Волны попусков и паводков 
* реках» (Гидрометеоиздат, 1969). 



П Р Е Д И С Л О В И Е А В Т О Р А 

Эта книга представляет собой переработанное автором изложение 
лекций , прочитанных им для аспирантов инженерно-строительного 
факультета Кингстонского университета (Онтарио) в 1959—1960 гг. 
При подготовке к публикации этот материал был пересмотрен и до­
полнен. 

Г л а в н а я цель книги состоит в том, чтобы на сравнительно про­
стом уровне и з л о ж и т ь основные вопросы теоретической гидродина­
мики и теории волн на воде. Можно надеяться , что она принесет 
пользу тем гидравликам и инженерам-гидротехникам, которые 
хотели бы изучить или освежить в памяти теоретические аспекты 
своей профессии. 

К н и г у можно также считать пособием по курсу прикладной ма­
тематики; с другой стороны, ее можно рассматривать к а к изложение 
теоретических основ гидравлики и береговой гидротехники. В первом 
случае студенты найдут в ней материал , показывающий, каким 
образом можно использовать математический аппарат в области 
физики, довольно хорошо поддающейся математическому описанию. 
Поскольку такие студенты могут испытывать затруднения при по­
пытках выразить физические я в л е н и я с помощью математической 
модели, в этой книге уделяется большое внимание физическому 
смыслу основ гидродинамики. Д л я студентов, получивших инженер­
ную подготовку, могут возникнуть трудности математического 
характера . Первое их знакомство с гидравликой происходит главным 
образом в практическом плане; поэтому их может отпугнуть попытка 
изучить такую книгу , как «Гидродинамика» Ламба , которая до 
сих пор остается основным пособием специалистов в этой области. 
Здесь же математические выкладки даются сначала в самом простом 
виде, и их сложность нарастает медленно и постепенно. У п о р , сде­
ланный на физический подход, позволяет избежать математических 
абстракций, и уравнения могут получить вполне конкретное истол­
кование . 

Н а к о н е ц , автор пытался сделать эту книгу независимой и «само­
обеспечивающей» в том смысле, чтобы инженер , желающий повысить 
свой теоретический уровень , мог самостоятельно изучать гидро­
динамику , не с л у ш а я специального лекционного курса . Статьи 
в технических ж у р н а л а х часто бывают недоступны пониманию рядо­
вого инженера , и наиболее ценные сообщения проходят мимо широ­
кой аудитории, за исключением немногих специалистов. Очевидно, 
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ч т 0 овладение основами теории поможет инженерам-гидравликам 
держаться на уровне современных исследований и д а ж е принимать 
в них участие. 

|. Считая чрезвычайно важным, чтобы переход к изучению д а л ь н е й ­
шего материала происходил только после прочного усвоения тео­
ретических основ, мы в первую очередь старались добиться ясного 
понимания фундаментальных положений теоретической гидравлики 
как с математической, так и с физической точек зрения . В частности, 
м ы постоянно стремились подчеркивать физический смысл всех 
математических выражений и членов уравнений. Введение упроще­
ний и допущений, часто основывающихся на физических соображе­
ниях , иллюстрируется на конкретных примерах . Сложные математи­
ческие преобразования излагаются последовательно, с выполнением 
всех промежуточных выкладок . Наиболее легкой д л я восприятия 
является глава I , но по мере продвижения к концу книги необходи­
мая математическая подготовка читателя должна расти. 

Некоторые разделы гидравлики часто напоминают скорее опре­
деленную последовательность математических приемов, чем стройную 
и логичную систему взглядов и фактов. Поэтому при построении 
книги мы тщательно определяли место каждой главы, стремясь 
к максимально логичному и взаимосвязанному их расположению. 

В первой части (том I) дается вывод основных дифференциальных 
уравнений, описывающих поток жидкости во всех возможных слу­
чаях. Указываются различные возможные аппроксимации. Во вто­
рой части излагаются методы интегрирования и преобразования 
этих уравнений. Методы интегрирования даны к а к в общем виде , 
так и применительно к некоторым типичным случаям. Т р е т ь я часть 
(том II) посвящена рассмотрению движения потока со свободной 
поверхностью и теориям волн па воде к а к одному из наиболее в а ж н ы х 
разделов гидродинамики. 

Мы решили не включать в эту книгу рассмотрение движения 
сжимаемой жидкости, за небольшими исключениями. Все вычисле­
ния и выводы даны в прямоугольной или цилиндрической системах 
координат. Векторные и тензорные преобразования не использо ­
вались, чтобы сделать материал доступным д л я читателя с мини­
мальной математической подготовкой. Однако векторные и тензор­
ные обозначения все ж е вводятся постепенно и в небольшом объеме, 
чтобы читатель ознакомился с ними и научился распознавать и х 
при работе с литературой. В книге совсем не рассматриваются 
капиллярные эффекты. 

Мы надеемся, что, ознакомившись с этой книгой, студенты, име­
ющие математические наклонности, почувствуют интерес к приме­
нению своих способностей в области изучения д в и ж е н и я жидкости 
и Динамической океанографии. Мы надеемся т а к ж е , что она внушит 
С т Удентам технических специальностей желание более глубоко 
изучить гидродинамику и математику. Кроме того, мы надеемся , 
Ч т о книга окажет существенную помощь гидравликам, гидротехни­
кам и океанографам, желающим повысить свою теоретическую под­
готовку. 



В В Е Д Е Н И Е 

Гидродинамика — наука , и зучающая движения жидкости в мак­
роскопическом масштабе. В сущности ее можно рассматривать как 
область прикладной математики, так к а к она имеет дело с матема­
тическим исследованием основных уравнений жидкой сплошной 
среды, полученных непосредственно из законов Ньютона . Гидро­
динамика с л у ж и т фундаментом д л я гидравлики — прикладной науки , 
в которой приходится отступать от строгих математических прин­
ципов из-за нелинейных эффектов, неустойчивости, турбулентности 
и сложных «граничных условий», с которыми сталкиваются в инже­
нерной практике . 

Цель этого введения заключается в том, чтобы дать читателю, 
приступающему к изучению гидродинамики, краткую сводку того 
материала , который он встретит в книге . В самом деле, начинающему 
читателю следует все время помнить о конечной цели. Он должен 
сознавать , что п у т ь может быть долгим и трудным, но что каждый 
новый шаг приближает его к желанному результату . 

В большинстве случаев задачей гидродинамики я в л я е т с я нахо­
ждение определенных характеристик потока (скоростей частиц) 
и сил (давлений). Первый шаг заключается в определении граничных 
условий , т. е. в определении тех пределов, в которых должен нахо­
диться поток. Д л я отыскания двух неизвестных величин (скорости 
и давления или возвышения свободной поверхности) необходимы 
два уравнения . Основной целью первой части книги я в л я е т с я полу­
чение этих двух уравнений д л я всех возможных случаев : это урав­
нение неразрывности и уравнение импульсов (движения) . 

Уравнение неразрывности выражает попросту закон сохранения 
материи. Вывод уравнения движения требует несколько более слож­
ных рассуждений. Любое движение частицы жидкости приводит 
к возникновению сил инерции, равных приложенным силам. В пер­
вой части дан тщательный анализ элементарного движения частицы 
жидкости и показано , каким образом допущение о безвихревом 
(потенциальном) движении существенно упрощает отыскание и ана­
лиз решения . Таким образом находятся силы инерции, соответству­
ющие к а ж д о м у типу элементарного движения . Затем даются мате­
матические в ы р а ж е н и я д л я сил, приложенных к элементарной 
частице жидкости, т. е. для сил давления и трения (капиллярные 

силы в этой книге не рассматриваются) . Равенство между силами 
инерции и приложенными силами представляет собой уравнение 
движения, называемое в данном случае уравнением Навье — Стокса, 
хотя это же наименование употребляется и для более общего с л у ч а я 
сжимаемой жидкости , когда имеются дополнительные члены. Далее 
показано, как в случае турбулентного потока уравнение Н а в ь е — 
Стокса преобразуется в уравнение д л я осредненного движения . Н а ­
конец, показано преобразование и упрощение уравнения Навье — 
Стокса для исследования потока сквозь пористую среду. 

Таким образом, все основные уравнения , описывающие движение, 
теперь получены. Вторая часть данной книги посвящена в основном 
описанию некоторых важнейших математических операций с этими 
уравнениями и установлению наиболее фундаментальных соотно­
шений в гидродинамике. Уравнение движения , проинтегрирован­
ное вдоль линии тока или рассматриваемое в случае безвихревого 
движения, строго приводит к хорошо известному уравнению Б е р -
нулли. 

Показано , что случай стационарного двухмерного безвихревого 
движения особенно удобен для точного интегрирования , а т а к ж е 
получены некоторые важнейшие типы картин потока с помощью 
только удовлетворения принципа неразрывности и допущения о без­
вихревом движении. После этого продемонстрировано, к а к простое 
применение у р а в н е н и я Б е р н у л л и позволяет находить давление , 
если скорость частиц известна. 

Показано т а к ж е , при к а к и х допущениях можно применять у р а в ­
нение Б е р н у л л и к трубке тока , когда движение я в л я е т с я вихревым 
и турбулентным, и каким образом интегрирование уравнений Навье — 
Стокса для конечной массы жидкости приводит к теореме импульсов . 
В случае стационарного потока теорема импульсов я в л я е т с я букваль ­
но универсальным средством («ключом») в вопросах гидравлики , 
так как ее можно применять , не учитывая характеристики потока 
внутри рассматриваемой массы жидкости. Это благоприятное обстоя­
тельство делает процесс интегрирования исключительно простым 
и эффективным. 

Эта часть была бы неполной без анализа движения жидкости 
вблизи границы. В этой зоне силы трения играют в а ж н у ю роль , 
поток является вихревым, и тщательный анализ его картины тре­
бует интегрирования уравнения Навье — Стокса в области, где 
предыдущие соображения и упрощения неприменимы. 

Пригодность ньютоновского или полностью детерминистического 
описания гидродинамических процессов я в л я е т с я ограниченной. 
Гидродинамик может проверить достоверность теории лишь с по­
мощью экспериментальных данных. 

В третьей части основные теоремы и математические методы, 
которые были описаны во второй части, применяются к специальному 
и очень важному классу движений жидкости — стационарным 
и нестационарным потокам со свободной поверхностью. В третьей 
части мы имеем дело с гидродинамическими аспектами волн на воде 
и гидравлики открытых русел (каналов) . Сначала дан обзор различных 
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типовЗ волн и определения. Затем проводится анализ двух глав­
ных семейств волн на воде, а именно рассматривается теория ^волн 
малой амплитуды и теория длинных волн. Указываются пределы 
применимости каждой из этих теорий. 

Так как рассмотрение современных методов исследования волн 
на воде было бы неполным без изложения хотя бы элементарных све­
дений о волновых спектрах, последний раздел книги посвящен 
этому вопросу. 

Теперь, когда читатель кратко ознакомлен с содержанием книги, 
перейдем к изложению фундаментальных положений гидродинамики. 

Том I 

О Б Щ И Е О С Н О В Ы 



Часть первая 

О С Н О В Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я Д В И Ж Е Н И Я Ж И Д К О С Т И 

Глава I 
О С Н О В Н Ы Е П О Л О Ж Е Н И Я И П Р И Н Ц И П Ы 

Т Е О Р Е Т И Ч Е С К О Й Г И Д Р А В Л И К И 

1-1. Основные положения теоретической гидравлики 

1-1.1. П о н я т и е об элементарной частице жидкости . Изучение 
теоретической механики жидкости основано на понятии об элемен­
тарной массе или частице жидкости. Т а к а я частица в индивидуали­
зированном состоянии в действительности не существует. Предста­
вление о ней в известном смысле я в л я е т с я д а ж е «чужеродным» 
для механики сплошной среды. Однако это понятие помогает го­
раздо конкретнее осознать физический смысл дифференциальных 
уравнений, описывающих движение жидкости. 

Точно так ж е , к а к фундаментальные положения теоретической 
механики твердого тела основаны на механике так называемой 
«материальной точки», основы теоретической механики жидкости 
покоятся на механике элементарной массы жидкости. Т а к а я эле­
ментарная масса жидкости , подобно материальной точке в кине­
матике твердого тела, предполагается либо бесконечно малой, либо 
настолько малой, что все части этого элемента можно считать обла­
дающими одинаковой скоростью перемещения V и, в общем, одина­
ковой плотностью р . 

Эта элементарная частица жидкости предполагается однородной, 
изотропной и непрерывной в макроскопическом смысле. Н и моле­
кулярное строение, ни молекулярное и броуново движение внутри 
частицы, рассматриваемые в кинетической теории жидкости, здесь 
не учитываются. 

1-1.2. Две части теоретической гидравлики. Законы механики 
твердых тел (например, вращающегося диска) получают, интегрируя 
по площади или по объему рассматриваемой системы выражения 
Д л я з а к о н о в механики «материальной точки». 

Подобным ж е образом законы механики жидкости , используемые 
инженерной практике , получают путем интегрирования — точ-

ого и л и приближенного — законов , описывающих поведение ча-
И Ч Ы жидкости, вдоль некоторой линии, либо по площади или по 

е л ' У . Отсюда вытекает разделение гидродинамики на две части. 
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1-1.2.1. Первая часть заключается в установлении общих диффе­
ренциальных уравнений, описывающих движение элементарной 
частицы жидкости. Можно рассматривать либо идеальную (без 
учета сил трения), либо реальную жидкость. Поток может быть 
либо ламинарным, либо турбулентным. Эта часть включает также 
изучение и уяснение физического смысла отдельных членов, из 
которых состоят основные уравнения. 

1-1.2.2. На втором этапе изучаются различные математические 
операции и интегрирование основных дифференциальных уравнений. 
Тем самым можно получить вывод ряда практически ценных общих 
соотношений, таких, как, например, хорошо известное уравнение 
Бернулли. 

Можно также интегрировать дифференциальные уравнения для 
некоторых простых частных случаев, но тогда решения будут иметь 
силу только для этих случаев. 

1-1.3. Связи между частицами жидкости. В твердом теле различ­
ные точки системы (например, диска) не изменяют своего относи­
тельного положения (если не считать упругих эффектов, которые 
подчиняются особому закону). 

В то же время частицы жидкости могут деформироваться, и каж­
дая частица может совершать свое движение, существенно отличное 
от движения других частиц. Связи между частицами жидкости осу­
ществляются с помощью сил давления, сил трения и капиллярных 
сил (последние в этой книге не рассматриваются). 

1-1.4. Основное допущение о силах трения. В теоретической 
гидродинамике сила трения на единицу площади, или касательное 
напряжение (сдвига) т, считается либо равной нулю в случае «идеаль­
ной» жидкости, либо пропорциональной коэффициенту вязкости ц.. 

Касательное напряжение т является скалярной величиной. 
Система касательных напряжений в точке образует тензор. Смысл 
этого утверждения разъяснен в главе V. Сейчас достаточно уяснить, 
что в случае одномерного потока касательное напряжение вдоль 
плоскости, параллельной направлению потока, равно 

dV Щ 

где п — расстояние, измеренное по перпендикуляру (по нормали) 
к вектору скорости. 

Таким образом, гидродинамика рассматривает в первую очередь 
«ньютоновскую» жидкость, которая характеризуется тем, что в ней 
тензор вязких напряжений линейно, изотропно и ковариантно за­
висит от «скорости деформации» или от производных от компонент 
скорости. Она не имеет дела с «пластичными» жидкостями, в которых 
коэффициент ц. приходится заменять функцией, зависящей от ин­
тенсивности и продолжительности сдвига (градиента скорости). 
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1-2. Линия тока, траектория, жилка тока и трубка тока 
1-2.1. Обозначения. Рассмотрим точку А (х, у, z) в прямоуголь­

ной декартовой системе координат OX, OY, OZ (рис. 1-1). Выделим 
бесконечно малую элементарную жидкую частицу — параллелепи­
пед А с ребрами dx, dy, dz. Объем частицы будет dx dy dz, а ее вес — 
и dx dy dz или pg dx dy dz. Величина w представляет собой удельный 
вес, a g — ускорение силы тяжести. 

Рис Обозначения. 

Давление в точке А обозначим через р. Давление р есть псевдо­
скаляр, полностью определяемый своей величиной и тем условием, 
что он всегда действует перпендикулярно к рассматриваемой по­
верхности (см. V-3.1). Величина р является функцией пространствен­
ных координат точки А и времени, т. е. р = f (х, у, z, t). Соответ­
ствующая сила есть векторная величина, определяемая своей ин­
тенсивностью и направлением. Ее направление нормально к поверх­
ности, на которую действует давление. Градиент давления grad р 
(или пространственное изменение давления) также является вектор­
ной величиной. Компоненты величины grad р вдоль трех коорди­
натных осей OX, OY, OZ представляют собой соответственно др/дх, 
дР/ду, dpldz. 
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Скорость частицы жидкости в точке А есть V. Обозначим компо­
ненты скорости V вдоль осей OX, OY, OZ соответственно через и, 
v и w, так что V = u + v + w. Поскольку мы пользуемся прямо­
угольной системой координат, величина скорости определяется 
соотношением V2 = и2 v2 + w2. Величина V есть скаляр, опре­
деляемый, как и давление р, только своей интенсивностью, в то 
время как V есть векторная величина, определяемая своим напра­
влением и интенсивностью, т. е. V является тензором первого ранга. 
V и ее составляющие и, v и w также являются функциями простран­
ственных координат точки А и времени: V (х, у, z, t). 

У 

к 

Рис. 1-2. Линии тока, получен- Рис. 1-3. Определение линий тока 
ные фотографированием с корот- в двухмерном движении, 
кой выдержкой частиц, рассеян­

ных в жидкости. 1-2.2. Перемещение частицы 
1 - вектор скорости; г - линия тока, жидкости. Перемещение dS ча­

стицы жидкости определяется век­
торным равенством dS — V dt, которое справедливо и в отношении 
величины, и в отношении направления. 

Это равенство можно заменить тремя соотношениями для смеще­
ний в направлении каждой из декартовых координатных осей, а 
именно: 

dx=^udt, dy^vdt, dz^wdt. 
1-2.3. Линия тока. Линия тока определяется как линия, во всех 

точках касательная к вектору скорости в данный момент t0. Линии 
тока можно получить, фотографируя с малой выдержкой ряд све­
тящихся частиц, случайным образом распределенных в жидкости 
во взвешенном состоянии (рис. 1-2). Каждая частица изобразится 
маленькой прямой черточкой, определяющей вектор скорости. Любая 
линия, касательная к этим малым отрезкам, будет являться линией 
тока. 

Уравнения dx = udt,dy = vdt,dz = w dt, записанные для .мо­
мента t0, дают следующие соотношения: 

dx dy dz 
и (х, у, 2, t0) = v(x, у, z, t0) — w(x, y, z, t0) ' 
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которые служат математическим определением линии тока. Эти 
равенства выражают тот факт, что вектор скорости V (и, v, w) каса-
телен к смещению частицы жидкости d S (dx, dy, dz) в момент t0, 
как показано для случая двухмерного движения на рис. 1-3, где 
dxlu = dylv, или v dx — и dy = 0. 

Линии тока нигде не пересекаются, за исключением точек с тео­
ретически, бесконечной скоростью (см. рис. XI-6 и XI-7), а также 
точек остановки и отрыва потока, где скорость равна нулю (см. 
главу XIV). 

Фиксированные твердые границы и стационарная свободная 
поверхность совпадают с линиями тока. Подвижные границы и не­
стационарная свободная поверхность не совпадают с линиями тока. 
Некоторые случаи двухмерного нестационарного потока, такие, 

Рис. 1-4. Траектории, полученные фотографи- Рис. 1-5. Жилка тока, полу-
рованием с длительной выдержкой частиц, ченная мгновенным фотографи-

рассеянных в жидкости. рованием различных частиц, 
вышедших из одной и той же 

точки. 

как периодические гравитационные волны или движение тела сквозь 
жидкость, иногда можно свести к стационарному потоку, наклады­
вая на все движение компоненту скорости, равную скорости пере­
мещения волны или тела. Картина потока становится тогда такой, 
какой она представляется наблюдателю или регистрирующему при­
бору, движущемуся со скоростью волны или тела. 

1-2.4. Траектория. Траектория частицы жидкости определяется 
положением этой частицы как функцией от времени. Ее можно за­
фиксировать, фотографируя с большой выдержкой светящуюся 
частицу (рис. 1-4). 

В данный момент t0 линия траектории касательна к линии тока. 
Однако для определения траектории время следует включить в виде 
переменной величины. Отсюда линии траекторий математически 
выражаются в форме 

dx • dy __ dz e ^ 
и(х, у, z, t) v(x, у, z, t) w (х, у, z, /) 

1-2.5. «Жилка тока» . «Жилка тока» — это линия, которая 
получится при мгновенном фотографировании последовательности 
взвешенных в жидкости ярких частиц, которые вводились в жидкость 
в одной и той же точке через равные промежутки времени (рис. 1-5). 
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1-2.6. Трубка тока. Элементарный поток, ограниченный с боков бесконечным числом линий тока, расположенных по замкнутой на­правляющей линии, называется трубкой тока (рис. 1-6). 1-2.7. Стационарный и нестационарный поток. Линии тока, траектории и «жилки тока» совпадают друг с другом в стационарном 

потоке, который не зависит от времени. В нестационарном потоке, изменяющемся во времени, все эти линии отличаются друг от друга. Турбулентный поток всегда нестационарен; однако мы увидим далее, что осредненное во времени движение турбулентного потока часто можно рассматривать как стационарное. Тогда линии тока, траектории и «жилки тока» осредненного движения совпадают друг с другом (см. главу VII). Рисунки 1-7 и 1-8 иллюстрируют указанные понятия на примере некоторых типов нестационарного движения. 
1 8 

1-3. Метод изучения Изучение движения жидкости можно проводить двумя путями: с помощью метода Лагранжа и с помощью метода Эйлера. 1-3.1. Метод Лагранжа. С помощью метода Лагранжа мы можем ответить на вопрос: что происходит с данной частицей жидкости при ее движении вдоль своей траектории? Сущность метода заключается в прослеживании «судьбы» частиц жидкости во времени и получении траектории, скоростей и давлений (а в случае сжимаемой жидкости также плотностей и температур), выраженных через начальное положение частиц и время, прошедшее с того момента, когда частицы занимали начальное положение. На практике этот метод в гидродинамике применяется редко. Однако в некоторых теориях периодических гравитационных волн использование лагранжевых координат находит успешное применение. Если в момент t0 начальное положение данной частицы опреде­ляется координатами х0, у0, z0, то лагранжева система уравнений дает координаты частицы х, у, ъ в момент t в виде 
x=Fi(xo> УФ zo. t), y = F2(x0, у0, z0, t), z = Fs(x0, y0, z0, t). 
Компоненты скорости и ускорения в точке (х0, у0, z0) получа­ются тогда простым частным дифференцированием по времени, так что 

ДХ 
DT 

ДУ 

Уо» %о ' " - DT 
DZ 

• W = ИГ 
* o , Уо, *o a t 

x0t Уо, zo 

Подобным же образом компоненты ускорения будут 
Д*Х д2у дН 
DT* ' HW ' ~DW ' 

1-3.2. Метод Эйлера. Метод Эйлера может быть использован для получения ответа на вопрос: что происходит в данной точке пространства, занятого движущейся жидкостью? Рассматриваемые в гидродинамике задачи чаще всего ставятся именно в такой форме. Этот метод дает для данной точки Р (х, у, z) скорость V (и, v, w), касательную к линии тока, и давление р (а в случае сжимаемой жидкости еще плотность и температуру) в виде функций от времени t. Система уравнений в форме Эйлера имеет следующий вид: 
\ = F(x, у, z, t) 

или 
u=f1(x, у, z, t), v = f2(x, у, z, t), w = f3(x, у, z, t) 

я 
Компоненты ускорения получаются теперь полным дифференци­рованием функций и, v и w по времени. Эту процедуру мы рассмот­рим в разделе IV-1.3. 1~3.3. Связь между уравнениями Лагранжа и уравнениями Эйлера. Можно перейти от движения, определяемого системой уравнений 
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Л а г р а н ж а , к движению, определяемому системой уравнений^Эйлера, . 
и обратно с помощью соотношений: 

ПЕРЕХОД К УРАВНЕНИЯМ ЭЙЛЕРА ОТ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА: 

v - i i 

или 
DX DU DZ 

ПЕРЕХОД К УРАВНЕНИЯМ ЛАГРАНЖА ОТ УРАВНЕНИЙ ЭЙЛЕРА: 

T 

S = J V DT, 
TO 

и л и 
T 

X = JUDT, Y = ^VDT, Z = ^WDT. 

В дальнейшем используется система координат Эйлера. 
1-3.4. Пример потока определенного т и п а . Рассмотрим систему 

координат Эйлера, где движение представлено компонентами с к о ­
рости (см. 1-3.2): 

DX Н 
U = FI(X> Z' T) = ~JF = ~2 KE~MZcos (KT — MX), 

W — /3 (X, Z, T) = = — -y- KE~MZ sin (KT — MX). 

Уравнения для линий тока получим из дифференциального у р а в ­
нения (см. 1-2.3); 

DX DX 
U (Х, Z, T(J) W (Х, Z, T0) ' 

т . е. 
DX DZ 

Н Н 
К —У- E~MZ COS (KTO — MX) —К —— E~MZ sin (KT0 — MX) 

ИЛИ 

DZ = — tg (KT0 — MX)DX. 

Отсюда, интегрируя и п о л а г а я , например , T0 = 0, находим, что 

ЕТГ cos MX = const . 
В а р ь и р у я величину этой константы, можно показать , что линии 

тока образуют общую картину , аналогичную показанной на рис. 1-7. 
Траектории (или орбиты частиц) определяются дифференциальным 

уравнением (см. 1-2.4) 

DX DZ , j 
DT, И (X, Z, T) W (X, Z, T) 

где величина T я в л я е т с я теперь переменной, т. е. 

DX = К -у- E~MZ cos (KT — MZ) DT • 

Аналогичное уравнение получается и д л я z. Тогда в ы р а ж е н и я 
для Х — FХ (Х0; Z0, T) и Z = F,, (Х0, Z0, T) могут быть найдены пу­
тем интегрирования . В этом частном случае (линейная теория) 
предполагается , что величины Х — Х0 и Z — z 0 остаются малыми, 
так что Х0 и z 0 могут рассматриваться к а к координаты частицы, 
когда жидкость находится в покое. Возводя в квадрат величины 
(Х — Х0) и (z — z 0 ) и складывая их , чтобы исключить T, получаем 
окончательно 

( : r - ; r 0 ) * + ( Z - Z o ) » = [ ^ Е-™ о ] 2 . 

Т а к и м образом, траектории частиц я в л я ю т с я круговыми с радиу­
сом (Н/2)Е~ТГ" и их радиусы быстро уменьшаются с глубиной z 0 . 

1-4. Основные уравнения 

1-4.1. Неизвестные величины в задачах механики жидкости* 
В системе координат Эйлера движение я в л я е т с я полностью извест­
ным в точке Х, У, Z, если мы можем выразить величины V и Р к а к 
функции пространства и времени. Поэтому для решения задач — 
гидродинамики необходимо иметь два у р а в н е н и я , причем одно из 
них — в векторной форме. Если вектор V выразить через компоненты, 
И, V, W, то необходимо иметь четыре с к а л я р н ы х или обычных у р а в ­
нения. 

В задачах , относящихся к потоку со свободной поверхностью, 
неизвестными я в л я ю т с я также возвышение свободной поверхно­
сти и (Х, У, T) относительно невозмущенного у р о в н я или глубина 
H (Х, У, T). Однако в этом случае известно давление Р, равное атмо­
сферному давлению. 

В газах приходится рассматривать еще две неизвестные вели­
чины, а именно плотность р и абсолютную температуру Т. Таким 
образом, д л я решения задач в наиболее общих с л у ч а я х механики 
жидкости необходимо иметь четыре у р а в н е н и я , из которых одно — 
векторное, либо шесть обычных уравнений , если вектор V в ы р а ж е н 
через И, V, W. 

В гидравлике основные уравнения представляют собой в ы р а ж е н и е 
физических законов неразрывности и сохранения количества дви­
жения (импульса) . В случае сжимаемой жидкости к ним необходимо 
Добавить еще уравнение состояния и закон сохранения энергии. 

Сведение проблемы к нахождению двух (или четырех) неизвест-
вых переменных не вытекает из каких-либо общих и бесспорных 
положений, а я в л я е т с я следствием некоторых в а ж н ы х предположе­
ний и допущений. Т а к , целый ряд феноменологических функций 
предполагается известными. Н а п р и м е р , считается, что ж и д к о с т ь 
является вязкой в ньютоновском смысле, т. е. тензор н а п р я ж е н и й 
симметричен. Жидкость подчиняется закону теплопроводности Фурье . 
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Кроме того, ряд коэффициентов, т аких , как коэффициенты тепло­
проводности, удельной теплоемкости, вязкости , предполагаются 
известными функциями от других неизвестных переменных, т аких , 
к а к р и Т. 

1-4.2. Закон (принцип) неразрывности . Закон неразрывности 
выражает сохранение материи, т. е. тот факт , что жидкость в данном 
пространстве не может возникать или исчезать. В случае несжимае­
мой однородной жидкости этот закон выражает сохранение объема, 
за исключением специального с л у ч а я кавитации , когда внутри 
жидкости образуются частичные пустоты. 

З а к о н неразрывности устанавливает соотношение между ско­
ростью V, плотностью р , пространственными координатами и вре­
менем. Е с л и плотность постоянна (в случае несжимаемой жидкости) , 
то этот закон дает соотношение между компонентами И, V, W вектора 
V и координатами Х, У, Z. 

В дальнейшем мы увидим, что в некоторых с л у ч а я х в потоке, 
находящемся под действием давления , скорость V можно найти 
независимо от абсолютной величины Р, используя только з акон 
неразрывности , но величина Р всегда будет функцией от V, за исклю­
чением свободной поверхности. 

1-4.3. Закон сохранения количества движения (импульса) . Закон 
сохранения количества движения выражает соотношение между 
силами F , приложенными к единице объема вещества, имеющего 
плотность р , и силами инерции р DV/DT, действующими на эту еди­
ницу объема движущегося вещества. Силы инерции обусловлены 
естественным стремлением тел противодействовать любому изме­
нению их движения . Согласно первому закону Ньютона , «каждое 
тело продолжает находиться в состоянии покоя или постоянного 
движения вдоль прямой линии до тех пор , пока какая-либо в н е ш н я я 
сила не понуждает его изменить это состояние». Хорошо известное 
соотношение Ньютона выводится из его второго закона : «Быстрота 
изменения количества движения пропорциональна приложенной 
силе и осуществляется в направлении действия силы». Это соотно­
шение имеет вид F = Т DV/DT. 

В механике жидкости это уравнение имеет различные частные 
формы записи, при которых учитывается тот факт, что частица жид­
кости может деформироваться. Эти уравнения мы детально изучим 
в дальнейшем. Д л я несжимаемой жидкости интегрирование уравне­
н и я сохранения количества движения по расстоянию дает равенство ра­
боты и энергии, выражающее одну из форм закона сохранения энергии. 

Если величина V выражена через И, V, W, то векторное соотно­
шение, соответствующее второму закону Ньютона , может быть за ­
писано в виде трех уравнений д л я трех осей: FX = р DU/DT; FU = 
= р DVLDT, FZ = р DWLDT, где FX, FY, FZ — компоненты силы F 
вдоль соответствующих осей координат. 

1-4.4. Уравнение состояния . При рассмотрении сжимаемой 
жидкости н а р я д у с указанными выше законами приходится исполь­
зовать еще два других уравнения . Это уравнение состояния и уравне­
ние , выражающее сохранение энергии. 
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Уравнение состояния выражает соотношение, которое всегда 
существует между давлением Р, плотностью р и абсолютной темпе­
ратурой Т. Д л я идеального газа это уравнение имеет очень простую 
форму: 

• = 1, или =-^— = 1, 
РвЯТ ' й л г 

где R — универсальная газовая постоянная . 
В более общем случае реального газа это уравнение можно з а ­

писать в виде 

7 ^ г = 1 + а ( Г ) р + 6 ( Г ) р 2 + . . ., 

где а и р — функции только абсолютной температуры. В случае 
несжимаемой жидкости уравнение состояния будет просто: р = 
= const . Температуру тогда можно рассматривать к а к независимую 
переменную, влияющую заметным и известным (экспериментально 
установленным) образом только на коэффициент вязкости. 

1-4.5. Закон сохранения энергии. Следующее уравнение выра­
жает сохранение полной энергии (внутренней и механической) . 
Это — первый закон термодинамики. 

Из этого закона в частном случае адиабатического потока, т. е. 
когда не существует ни притока , ни оттока тепла от массы жидкости , 
вытекает у р а в н е н и е P L P K = const , где К — адиабатическая константа , 
равная отношению удельной теплоемкости при постоянном давле­
нии СР к удельной теплоемкости при постоянном объеме CV. 

В случае изотермического потока при постоянной температуре 
(для соблюдения этого условия может потребоваться приток тепла 
к массе жидкости или отток тепла от нее) мы будем иметь PIP = const . 

Д л я задач гидродинамики, рассматриваемых на протяжении всей 
книги, нет необходимости более подробно останавливаться на у р а в ­
нении состояния и уравнении , выражающем сохранение полной 
энергии. Плотность р будет считаться всюду известной и постоянной, 
а температура Т — переменной, не влияющей на рассматриваемые 
явления . П р а в д а , очевидно, что диссипация энергии силами вязкости 
может приводить к незначительному повышению температуры, что 
в свою очередь оказывает влияние на свойства жидкости. Однако 
в общем случае эти эффекты я в л я ю т с я второстепенными в гидро­
динамике, и , в частности, коэффициент вязкости и считается извест­
ным и постоянным. 

1-5. Граничные условия 

Очевидно, что общего решения описанной выше системы уравне ­
ний не существует; однако во многих частных с л у ч а я х решения 
могут быть найдены, если заданы граничные условия . Существует 
т р и основных типа граничных условий: 

1) условия на свободной поверхности, где давление известно 
и обычно равно атмосферному давлению. Особыми случаями я в л я ю т с я 
нооцессы взаимодействия между ветром и морем при волновом 
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д в и ж е н и и , и м п у л ь с и в н ы е в о з д е й с т в и я н а с в о б о д н у ю п о в е р х н о с т ь , 

в о л н ы п л о т н о с т и в с т р а т и ф и ц и р о в а н н о й ж и д к о с т и и н е к о т о р ы е 

д р у г и е ; 

2 ) у с л о в и я н а т в е р д о й г р а н и ц е , о с н о в а н н ы е н а т о м , ч т о ж и д к о с т ь 

н е м о ж е т п р о т е к а т ь с к в о з ь г р а н и ц у и л и о т с т у п а т ь о т н е е ; 

3 ) у с л о в и я н а б е с к о н е ч н о с т и , г д е х а р а к т е р и с т и к и д в и ж е н и я 

с т р е м я т с я к и з в е с т н ы м з н а ч е н и я м . 

1 - 5 . 1 . С в о б о д н а я п о в е р х н о с т ь . Н а с в о б о д н о й п о в е р х н о с т и д а в л е ­

н и е и з в е с т н о , н о п о л о ж е н и е с а м о й с в о б о д н о й п о в е р х н о с т и о т н о с и ­

т е л ь н о г о р и з о н т а л ь н о г о « н у л е в о г о » у р о в н я , п р и н и м а е м о г о з а н у л ь 

о т с ч е т а , в о б щ е м с л у ч а е н е и з в е с т н о . Т а к и м о б р а з о м , т р е б у е т с я п о ­

с т а в и т ь д в а г р а н и ч н ы х у с л о в и я : д и н а м и ч е с к о е у с л о в и е , о п р е д е л я ­

ю щ е е в е л и ч и н у д а в л е н и я , и к и н е м а т и ч е с к о е у с л о в и е , с о с т о я щ е е 

в т о м , ч т о ч а с т и ц а , н а х о д я щ а я с я н а с в о б о д н о й п о в е р х н о с т и , б у д е т 

и в д а л ь н е й ш е м о с т а в а т ь с я н а с в о б о д н о й п о в е р х н о с т и . 

П о с к о л ь к у в е л и ч и н а Р п о с т о я н н а в л ю б о й м о м е н т , п о л н о е и з м е ­

н е н и е Р (Х, У, z , T) р а в н о н у л ю , т . е . 

П о д е л и в в с е э т о в ы р а ж е н и е н а DT и п р о и з в о д я з а м е н у И = DX/DT, 
V = DYLDT, W = DZ/DT ( с м . 1 - 2 . 2 ) , п о л у ч а е м г р а н и ч н о е у с л о в и е н а 

с в о б о д н о й п о в е р х н о с т и в н а и б о л е е о б щ е м с л у ч а е в в и д е 

ДР I DP . DP . ДР _ 
DT DX DY 1 DZ 

Э т о у с л о в и е , в к л ю ч а ю щ е е в с е б я с и л у , н а д о в в е с т и в у р а в н е н и е , 

в ы р а ж а ю щ е е з а к о н с о х р а н е н и я к о л и ч е с т в а д в и ж е н и я . Т а к и м о б ­

р а з о м , в с л у ч а е п о т о к а с о с в о б о д н о й п о в е р х н о с т ь ю в е л и ч и н а V 

н е м о ж е т б ы т ь н а й д е н а н е з а в и с и м о и з у р а в н е н и я с о х р а н е н и я к о л и ­

ч е с т в а д в и ж е н и я . 

К и н е м а т и ч е с к о е у с л о в и е б у д е т в ы в е д е н о в р а з д е л е X V I - 1 . 4 . 

С е й ч а с д о с т а т о ч н о у к а з а т ь , ч т о , е с л и в ы р а ж е н и е 

2 = ч ( я , У, T) 

п р е д с т а в л я е т с о б о й у р а в н е н и е с в о б о д н о й п о в е р х н о с т и , т о к и н е м а т и ­

ч е с к о е у с л о в и е б у д е т 

DT ДХ 1 ДУ 

1 - 5 . 2 . Т в е р д ы е г р а н и ц ы . 1 - 5 . 2 . 1 . Н а н е п о д в и ж н ы х т в е р д ы х г р а ­

н и ц а х с к о р о с т ь о б р а щ а е т с я в н у л ь и з - з а т р е н и я : V = 0 . Э т о у с л о в и е 

н е о б х о д и м о в в е с т и в у р а в н е н и е н е р а з р ы в н о с т и и , п о с к о л ь к у о н о 

в к л ю ч а е т э ф ф е к т с и л ы т р е н и я , в у р а в н е н и е с о х р а н е н и я к о л и ч е с т в а 

д в и ж е н и я . Е с л и ж и д к о с т ь п р е д п о л а г а е т с я и д е а л ь н о й , т о в н у л ь 

н а г р а н и ц е о б р а щ а е т с я т о л ь к о п е р п е н д и к у л я р н а я к н е й к о м п о н е н т а 

с к о р о с т и , и с к о р о с т ь V я в л я е т с я к а с а т е л ь н о й к г р а н и ц е . Э т о у с л о ­

в и е п р е ж д е в с е г о т р е б у е т с я в в е с т и в у р а в н е н и е н е р а з р ы в н о с т и . О н о 

н е в к л ю ч а е т э ф ф е к т а к а к о й - л и б о с и л ы , а с о д е р ж и т т о л ь к о о т в е ч а -

к н п е е у с л о в и ю н е р а з р ы в н о с т и у т в е р ж д е н и е : ж и д к о с т ь н е м о ж е т 

п р о т е к а т ь с к в о з ь г р а н и ц у и л и о т с т у п а т ь о т г р а н и ц ы ( з а и с к л ю ч е н и е м 

с л у ч а я к а в и т а ц и и ) . 

Н а п р и м е р , г р а н и ч н ы е у с л о в и я в с л у ч а е , п о к а з а н н о м н а р и с . 1 - У т 

б у д у т : И = О д л я Х = 0 и Х = ХХ\ W = 0 д л я Г = 0 ; Р = c o n s t 

д л я Я = = Ъ\-
В б о л е е о б щ е м с л у ч а е , е с л и у р а в н е н и е м г р а н и ц ы я в л я е т с я в ы ­

р а ж е н и е F (Х, У, К) = c o n s t , г р а н и ч н о е у с л о в и е в ы р а ж а е т т о т ф а к т , 

ч т о г р а н и ц а F и с к о р о с т ь V к а с а т е л ь н ы д р у г к д р у г у в л ю б о й т о ч к е , 

Т ' Е' 99 . OF . № 
И ДХ 

-V^—4-W - г — = 0 . 
ДУ AZ 

1 - 5 2 2 . Н а п о д в и ж н ы х т в е р д ы х г р а н и ц а х ( л о п а с т ь т у р б и н ы , 

п о р ш е н ь в о л н о п р о д у к т о р а - с м . р и с . М О - и д р . ) г р а н и ч н о е у с л о ­

в и е в ы р а ж а е т т о т ф а к т , ч т о ж и д к о с т ь 

с л е д у е т з а г р а н и ц е й : п е р п е н д и к у л я р ­

н а я к г р а н и ц е к о м п о н е н т а с к о р о с т и 

ж и д к о с т и р а в н а с о о т в е т с т в у ю щ е й 

Рис. 1-9. Однородный поток в пря­
моугольном канале. 
1 — воздух; 2 — вода. 

Рис. 1-10. Подвижная пластина (поршень 
волнопродуктора), соответствующая усло­

вию на подвижной границе. 

к о м п о н е н т е с к о р о с т и с а м о й г р а н и ц ы ( в с л у ч а е р е а л ь н о й ж и д к о с т и 

д р у г а я к о м п о н е н т а п р и э т о м р а в н а н у л ю ) . 

Е с л и F (Х, У, Z, T) е с т ь у р а в н е н и е п о д в и ж н о й г р а н и ц ы , т о г р а н и ч ­

н о е у с л о в и е в ы р а ж а е т т о т ф а к т , ч т о ж и д к о с т ь в с е в р е м я в п л о т н у ю 

п р и л е г а е т к г р а н и ц е , т . е . 

DF , DF , 9F . DF П 

DT ДХ 1 ДУ DZ 

1 - 5 . 3 . Г р а н и ч н о е у с л о в и е н а б е с к о н е ч н о с т и . Е с л и в д а л и о т и с с л е ­

д у е м о г о у ч а с т к а п р о с т р а н с т в а х а р а к т е р и с т и к и д в и ж е н и я ж и д к о с т и 

с т р е м я т с я к х о р о ш о и з в е с т н ы м з н а ч е н и я м , т о в к а ч е с т в е г р а н и ч н о г о 

у с л о в и я м о ж е т с л у ж и т ь у с л о в и е н а б е с к о н е ч н о м у д а л е н и и . Н а п р и ­

м е р , р а с с м о т р и м д и а ф р а г м у , п о к а з а н н у ю н а р и с . 1 - 1 1 . 

Д в и ж е н и е н а б е с к о н е ч н о м у д а л е н и и о т д и а ф р а г м ы х о р о ш о и з ­

в е с т н о и м о ж е т б ы т ь о п и с а н о ( е с л и п р е н е б р е ч ь э ф ф е к т о м т р е н и я ) 

в ы р а ж е н и е м : V = c o n s t п р и Х, с т р е м я щ е м с я к ± о о . 
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Х о р о ш о и з в е с т н о , ч т о д в и ж е н и е з ы б и н а г л у б о к о й в о д е о х в а т ы ­

в а е т л и ш ь о г р а н и ч е н н ы й с л о й в б л и з и с в о б о д н о й п о в е р х н о с т и . П о ­

э т о м у в т е о р и и п е р и о д и ч е с к и х г р а в и т а ц и о н н ы х в о л н н а п о в е р х н о с т и 

б е с к о н е ч н о г л у б о к о й ж и д к о с т и 

и с п о л ь з у е т с я г р а н и ч н о е у с л о ­

в и е : V — • 0 п р и ъ —>- — о о 

( р и с . 1 - 1 2 ) . 

Рис. 1-11. Поток в трубе с диаф­
рагмой V при X -*• ± оо. 

Рис. 1-12. Периодическая гравитацион­
ная волна на бесконечной глубине. 

V -*• 0 при Z — оо. 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

1 - 1 . Рассмотрите двухмерный поток, движение в котором определяется 
компонентами скорости: 

u = A+Bt, v = C, 
где А , В и С — постоянные параметры. Покажите, что линии тока являются 
прямыми липиями, а траектории частиц — параболами. 

О т в е т : линии тока — 
С 

У — Уо = A+Bto 
траектории — 

А , ч , 1 В , 

1-2. Диск радиуса R катится по горизонтальной плоскости с постоянной 
угловой скоростью к. Покажите, что «линии тока» являются окружностями, 
а траектории — трохоидами. 

О т в е т : в точке (г, 0) внутри круга имеем 

u = k[R + rsin(kt + 0)], 
w = kr cos [kt-\-Q). 

Линии тока представляют собой окружности радиуса Bs, где 
Л 5 = [ Д 2 + г 2 + 2гД c o s e ] ' / 2 , 

с центрами в точке касания кругом плоскости (при t0 = 0). 
Траектории, если положить 6 = 0 и i (t—10) = Ф, будут: 

х — x0 = R-\-r sin Ф, 2 — z 0 = Д + г cos Ф. 
Эти выражения являются параметрическими уравнениями трохоиды. 
1 - 3 . Рассмотрите неподвижный цилиндр в однородном течении постоянной 

скорости. Предположим, что отрыва не происходит. Изобразите интуитивно 
линии тока, траектории и «жилки тока». Теперь возьмите цилиндр, движу­
щийся с постоянной скоростью в неподвижной воде, и нарисуйте линии тока, 
траектории и «жилки тока» в этом случае. Объясните различие между двумя 
случаями, рассматривая их как примеры стационарного и нестационарного 
движения. 
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т системе координат Эйлера определяется уравне-
1 Л = " Г = В Каково^выражениеР?ого же самого движения в системе 

координат Л а ^ а ™ " * D H O r o потока (линейные периодические гравитацион-
Гые^5лЛм 5 в ^ ™ ° П р е Д е Л Я е Т С Я У Р а В Н е Н И Я М И : 

х = хо-
Н ch m (d + zo) 

Т sh MD 
sin (kt — mxo), 

, - Z N + J L s h M ( d + Z o ) cos (KT - m*0) 

т. TT j константы (m = 2NLL, L — длина волны, 
и / - г ~ ) Т Ы Н а й Т „ линии тока и траектории. 

У/////////////////////А 

СВОБОДНАЯ ПОВЕРХНОСТЬ 

Рис. к упражнению 1 -6 . 

О т в е т : для нахождения траекторий надо вычислить ( х - * 0 ) 2 и (»-
и сложить. Получим: 

где 

А £ — £ g . y + ^£Z3IY = 1 ( Э Л Л И П С ) , 

Я ch Т (rf + zp) 

Линии тока будут 

sh MD 

К 

_Н_ sh Т (d + z 0) 
" ' — 2 I sh MD 

. = sh M (d + z). 

1-6. Выразите математически граничные условия для любого тип 
ния в потоке, имеющем место между границами, показанными на рися т е . 
Предполагается, что шарнирная лопасть совершает малые синусоидальные 
Движения с амплитудой е на свободной поверхности. 
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1-7. Рассмотрите двухмерное тело, движущееся со скоростью U в направле­
нии отрицательных Х. Переднюю (лобовую) часть тела можно описать кривой 
У = х7з, А И И V — компоненты скорости вдоль тела. Установите соотношение 
между И, V, U И У. 

Затем рассмотрите случай, когда тело неподвижно, а жидкость движется 
со скоростью U. 

О т в е т : для тела, движущегося в неподвижной воде, имеем 

F = Y3-(X + UT) = 0. 

Граничное условие дает 

U — U + Зш/2 = 0. 

Для неподвижного тела и жидкости, движущейся со скоростью U на беско­
нечности, имеем: У—Х'/З = 0, U/V = Зх 2/з. 

1-8. Рассмотрите волну перемещения в канале, движущуюся без деформа­
ции с постоянной скоростью V в направлении отрицательных Х. В данный момент 
/ профиль волны приближенно описывается выражением I = АХ1!,, где А — 
постоянная. Покажите, что компоненты скорости на свободной поверхности US 

и u>, связаны уравнением 

А* 

WS = (US-V)—. 

О т в е т : 
F = z2 — Л2 (X — VT) = 0, W = 4^-(V — U). 

1-9. Сфера радиуса R движется со скоростью U (US, VS, cos) сквозь поко­
ящуюся жидкость. Установите уравнение для граничного условия. 

О т в е т : 
F = (Х - UST)* + (У-PTW + (Z- WST)2 - Л2 = О, 

(И —US) (X~UST)-\-(V — VS) (Y — VST) + (W — WS) (Z — WST) = 0. 

Г л aea II 

Д В И Ж Е Н И Е Э Л Е М Е Н Т А Р Н Ы Х Ч А С Т И Ц Ж И Д К О С Т И 

I I - 1 . Различные типы движения 

Движение элементов жидкости вдоль своих траекторий рассмат­
ривается с математической точки зрения как наложение друг на 
друга различных типов первичных движений. Физическую интер­
претацию таких движений можно дать , рассматривая сначала про-
стой^случай двухмерного элемента жидкости, в котором все скоро­
сти параллельны оси ОХ (как в ламинарном потоке между двумя 
параллельными пластинами) . 

Рассмотрим квадратный элемент A BCD в момент T и тот же 
элемент в момент T f DT, когда он изобразится фигурой A1B1C1D1 

(рис . I I -1 ) . 
Скорость точек А и D есть И, а скорость точек В К С есть И 
(ДИ/ДУ) DY, поскольку АВ —•- DY, АЙВ этом случае является функ­

цией только от У. 
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Чтобы перейти от ABCD к A.B.C.D,, можно последовательно 

р а С С Г п о с т у п а т е л ь н о е движение со скоростью И, которое дает пере-
от A BCD к 4 1 5 „ C ,

8 Z > 1 ; 
ход 

А 

" V вращательное движение , которое разворачивает диагонали 
Г VLDB соответственно в положениях А ^ 3 и ИХИ3, 
в) деформацию, которая смещает С3 в СХ и ВЯ в В,. 

Б-

DX 

С2С, С, 

Рис. II-1. Элементарное представление различных типов дви­
жения частицы жидкости. 

В пределе DT стремится к н у л ю , отрезок СХСГ стремится к н у л ю , 
тогда угол С2СГСЯ стремится к 45°. Отсюда 

СЛЯ — 

^-DYDT 

V2 V2 

Скорость углового вращения равна 

D С2С3 D СУСЗ DR D [ отрезок дуги 
"dF = "dF\ радиус DT AIC2 DT У2 DY 

Подставляя сюда полученное значение С2СЯ, находим, что угло­
вая скорость вращения будет 

DR 1 ou 

Аналогично можно найти , что скорость деформации равна 

Д ( СЯС, \ _ ± 
DT \ А^З ) 2 

1 ДИ_ 



If-2. Поступательное движение Рассмотрим частицу А в точке А (Х, У, Z) в момент T; пусть грани частицы параллельны осям OX, OY, OZ (рис. II-2). Если частица перемещается таким образом, что ее грани остаются параллельными этим осям и при этом сохраняют свои размеры, то такое движение является только поступательным. Перенос может осуществляться как вдоль прямой, так и вдоль кривой линии. Если в момент T частица А имела координаты Х, У, Z, а в момент T + AT — координаты Х + АХ, У + AY, Z + AZ, то поступательное движение определяется уравнениями: 
АХ = И AT, AY = VAT, AZ = WAT, 

или 
DX = UDT, DY = VDT, DZ = WDT. Поток жидкости вдоль параллельных и прямолинейных линий тока с постоянной скоростью (так называемый однородный поток) является примером чистого поступательного движения (рис. Н-З). Такое движение в чистом виде является скорее теорети-N 

шш шш 
T U&L 

Рис. 11-2. Поступательное движение. Рис. П-З. Пример поступательного 
движения. Однородный поток. 

ческой идеализацией, чем действительно существующим типом дви­жения. Более строго поступательное движение можно определить как движение центра частицы, а не движение ее крайнего уголка. Такое определение, однако, несколько усложняет вывод уравнений, да­вая в конечном счете тот же результат. Поэтому далее мы будем определять поступательное движение как движение угла частицы, имеющей форму параллелепипеда. В дальнейшем мы будем рассматривать физический смысл различ­ных явлений и соответствующие математические выражения в первую очередь на примере двухмерного движения, а уя̂е затем будем обоб щать их на случай трехмерного движения. 
П-З. Деформации Этот тип движения легче всего объяснить с помощью примера. Следует различать два типа деформации: деформацию сжатия (рас­тяжения) и угловую деформацию. 

'Л 

ж 
T+DT 

11-3.1. Деформация сжатия (растяжения) или линейная дефор­мация. В конвергирующем (сходящемся) потоке скорость имеет тенденцию к возрастанию в направлении траекторий частиц. Следо­вательно, скорости на гранях, перпендикулярных к вектору V или к линиям (тока), неодина­ковы (рис. П-4). Частица ста­новится длиннее и тоньше. Если считать, что углы между гранями не изменяются, то это будет случай деформации рас­тяжения или линейной дефор­мации, наложенной на посту­пательное движение. Рассмотрим теперь двух­мерную частицу A BCD (рис. Н-5). Пусть скорость ее грани АВ будет И, а скорость грани 
, ди j CD будет И + DU И ~r — DX, поскольку AD = DX. Аналогично скорость грани AD равна V, а скорость грани ВС равна V + (DV/ДУ) DY. Скорости дефор­мации растяжения будут (ДИ/ДХ) DX и (DV/DY)DY. Через промежуток 

Рис. П-4. Деформация сжатия (растя­
жения) жидкой частицы в конвергент­

ном потоке. 

времени DT грань ВС превратится в В'С; при этом длина 

ДХ 
Рис. Н-5. Компоненты деформации сжатия (растяжения). 

отрезка В В' равна произведению изменения скорости на время, т. е. ВВ' = (DV/ДУ) DYDT (приращение скорости (DV/ДУ) DY в случае, показанном на рис. П-5, отрицательно). Грань CD превратится 
В CD' и аналогично DD' = (DULDX) DXDT. Величина скорости деформации растяжения па единицу длины составит: 

ди , dv , 
17dx ^ ди -djdy ди 

DX дх dy ду 
30 31 



Сумма (ди/дх -f- dvldy) представляет собой полную быстроту 
деформации р а с т я ж е н и я , т. е. быстроту изменения объема на еди­

ницу объема. Площади ВСЕВ' и 
D'C'ED в случае несжимаемой 
жидкости должны быть равны. 
В случае сжимаемой жидкости их 
разность дает скорость расшире­
ния . 

I I -3 .2 . У г л о в а я деформация или 
напряжение сдвига (касательное на­
пряжение) . Угловую деформацию 
можно проиллюстрировать на при­
мере частицы жидкости, текущей без 
трения по изогнутому руслу или 
трубе. Хорошо известно, что ветер 
ощущается на у г л у сильнее , чем 
посредине улицы. Точно так же 
в жидкости, текущей по изогнутому 
мы можем пренебречь эффектами 

Рис. П-6. Деформация сдвига 
в изогнутой трубе. 

руслу (при условии, что 
трения) , имеется тенденция превышения значения скорости частицы 

pdydt 

Рис. 11-7. Угловая де­
формация (деформация 

сдвига). 

v + ^-dx ах 
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жидкости, расположенной на внутренней стороне изгиба, по 
сравнению с ее значением для частицы на внешней стороне. П р и ­
ближенно можно считать , что V X R = const , где V — скорость , 
а /? — радиус кривизны траектории. Отсюда грань АВ частицы 
движется с большей скоростью, чем грань CD, и частица испытывает 
угловую деформацию (рис. П-6) . Эта у г л о в а я деформация пропор­
циональна разности скоростей граней АВ и CD. 

Рассмотрим теперь, например , случай , представленный на рис. И - 7 , 
где скорость грани А В равна и, скорость грани CD равна и -f du = 
|в= и + (ди/ду) dy; тогда расстояние СС (или DD') через промежу­
ток времени dt будет равно (dufdy)dydt, а у гловая скорость будет 

ди , 
оу ди 

dy ду 

Аналогично отрезок ВВ' (или DD") равен (ди/дх) dx dt. Е с л и 
обе эти деформации происходят одновременно, сумма угловых 
скоростей (ди/ду + ди/дх) будет скоростью угловой деформации. 

Следует отметить, что на рис. 11-7 мы имеем ди/ду = ди/дх, 
и биссектрисы углов , образованных гранями частицы, остаются 
параллельными своему первоначальному положению в процессе 
угловой деформации. Перейдем теперь к очень важному понятию 
вихревого д в и ж е н и я , при котором биссектрисы не остаются па­
раллельными своему первоначальному положению. 

I I - 4 . Впхревэе движение 

Из элементарной гидравлики известно, что классификация по­
токов жидкости может производиться по различным характерным 
признакам. Н а п р и м е р , поток может быть ламинарным или турбулент­
ным, с учетом или без учета трения (идеальным или вязким) , уста­
новившимся или неустановившимся и т. д. Одно из наиболее важных 
различий с точки зрения гидродинамики состоит в том, является 
ли поток вихревым, т. е. с вращением, или безвихревым, т. е. без 
вращения. 

В следующих параграфах мы рассмотрим во всех подробностях 
абстрактное понятие безвихревого состояния. 

11-4.1. Математические определения. Б ы л о показано , что угло­
вые скорости деформации равны ди/ду и dv/дх. Величина разво­
рота частицы пропорциональна разности этих компонент. Действи­
тельно, если (ди/ду) dt = (dv/дх) dt, то мы имеем угловую дефор­
мацию без в р а щ е н и я : биссектрисы не поворачиваются . Н о если 
(ди/ду) dt ф (dv/дх) dt, то биссектрисы изменяют свое направление 
1 Г мы имеем либо вращение с угловой деформацией, либо одно только 
"ращение (рис. Н-8) . 

Разность (ди/ду — dv/дх) определяет скорость вращения . Д в у х ­
мерное безвихревое движение математически определяется усло­
вием ди/ду _ dv/дх = 0. 
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В г и д р о д и н а м и к е м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь у г л о в у ю д е ф о р м а ц и ю 

б е з в р а щ е н и я , е с л и ди/ду — dv/дх = 0 , н о ди/ду + dv/дх ф о 
Т е о р е т и ч е с к и м о ж е т с у щ е с т в о в а т ь и в р а щ е н и е б е з д е ф о р м а ц и и 

е с л и ди/ду — dv/дх =h О , а ди/ду + dv/дх = 0 ; п р а в д а , т а к о й 

Рис. II-8. 
а — д е ф о р м а ц и я с д в и г а б е з в р а щ е н и я (ди/ду —dv/dx=o; ди/ду-\-ди/дх = о); 6 — в р а щ е н и е 
( в и х р е в о е д в и ж е н и е ) б е з д е ф о р м а ц и и (du/dy—dv/дхфо; ди/ду + д;/дх = о); в—вращение 

( в и х р е в о е д в и ж е н и е ) и д е ф о р м а ц и я (ди/ду—dv/дх + о ; ди/дц + doldxd= о ) . 

с л у ч а й м о ж е т в с т р е т и т ь с я о ч е н ь р е д к о , и ф и з и ч е с к и в р а щ е н и е , к а к 

п р а в и л о , с в я з а н о с у г л о в о й д е ф о р м а ц и е й . П р и м е р о м д в и ж е н и я , 

к о г д а ч а с т и ц ы в р а щ а ю т с я б е з д е ф о р м а ц и и , м о ж е т с л у ж и т ь в ы н у ­

ж д е н н ы й в и х р ь с х е м а т и ч е с к и п о к а з а н ­

н ы й н а р и с . I I - 9 . О д н а к о э т о т п р и м е р 

м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь с к о р е е к а к с п е ц и ­

а л ь н ы й с л у ч а й г и д р о с т а т и к и , к о г д а к с и л е 

т я ж е с т и д о б а в л е н а ц е н т р о б е ж н а я с и л а , 

ч е м к а к р е а л ь н ы й в и х р е в о й п о т о к . 

I I - 4 . 2 . П о т е н ц и а л с к о р о с т и — о п р е д е ­

л е н и е . П о н я т и е б е з в и х р е в о г о д в и ж е н и я 

и г р а е т о ч е н ь в а ж н у ю р о л ь в г и д р о д и н а ­

м и к е , п о с к о л ь к у э т о п о н я т и е л е ж и т в о с ­

н о в е м н о г и х о т н о с и т е л ь н о п р о с т ы х и э ф ­

ф е к т и в н ы х м е т о д о в — а н а л и т и ч е с к и х , г р а ­

ф и ч е с к и х и л и а н а л о г о в ы х , — к о т о р ы е 

м о г у т с л у ж и т ь д л я р е ш е н и я п р о б л е м 

г и д р а в л и к и . В к а ч е с т в е н а и б о л е е и з в е ­

с т н о г о п р и м е р а м о ж н о н а з в а т ь м е т о д 

г и д р о д и н а м и ч е с к и х с е т о к д л я д в у х м е р ­

н о г о с т а ц и о н а р н о г о п о т о к а . С р е д и д р у г и х 

у п о м я н е м м е т о д р е л а к с а ц и и , к о н ф о р м н о е 

о т о б р а ж е н и е , в ы ч и с л е н и е п о т е н ц и а л ь н о й ф у н к ц и и , а н а л о г о в ы е м е т о д ы 

и т . д . С б е з в и х р е в ы м д в и ж е н и е м с в я з а н о о д н о м а т е м а т и ч е с к о е п о н я ­

т и е , с л у ж а щ е е э ф ф е к т и в н ы м с р е д с т в о м и с с л е д о в а н и я : э т о т а к н а з ы ­

в а е м ы й п о т е н ц и а л с к о р о с т и ф , к о т о р ы й д л я н а п р а в л е н и й X и У 

м о ж е т б ы т ь о п р е д е л е н с п о м о щ ь ю с о о т н о ш е н и й и = д(р/дх и v = 

Рис. 11-9. Вынужденный 
вихрь. 
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= д(р/ду. М о ж н о у с л о в и т ь с я о п р е д е л я т ь э т у ф у н к ц и ю и с п о м о щ ь ю 

с о о т н о ш е н и й и = —д<р/дх, v = —дц>/ду — э т о б е з р а з л и ч н о . П о д ­

с т а в л я я э т и с о о т н о ш е н и я в п р и в е д е н н о е в ы ш е у с л о в и е б е з в и х р е ­

в о г о п о т о к а ди/ду — dv/дх = 0 , п о л у ч и м д2ц>/(дудх) — д2<р/(дхду) = 
= 0 . П р е д п о л а г а е т с я , ч т о п р о и з в о д н ы е о т ср н е п р е р ы в н ы . П о с к о л ь к у 

д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е п о д в у м п е р е м е н н ы м н е з а в и с и т о т п о р я д к а 

д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я , т о п о л у ч е н н о е у р а в н е н и е я в л я е т с я т о ж д е с т в о м , 

ч т о д о к а з ы в а е т д а н н о е в ы ш е 

о п р е д е л е н и е с р . о\ 

В е л и ч и н а с к о р о с т и V в ы ­

р а ж а е т с я ч е р е з п о т е н ц и а л 

с к о р о с т и ф в в и д е V = 

= дц>/дх + дц>/ду, а в п р я м о ­

у г о л ь н ы х к о о р д и н а т а х и м е е м 

П - 4 . 3 . Д о п о л н и т е л ь н ы е 

т е о р е т и ч е с к и е з а м е ч а н и я о 

б е з в и х р е в о м п о т о к е . П о л е з н о 

и с с л е д о в а т ь с в о й с т в а б е з в и х ­

р е в о г о п о т о к а . Д л я э т о г о 

п р о а н а л и з и р у е м п р и в е д е н ­

н ы й в ы ш е п р и м е р п о т о к а 

в и з г и б е б е з т р е н и я ( и л и « с в о ­

б о д н о г о в р а щ е н и я » ) , о п р е ­

д е л я е м о г о з а к о н о м V X R = 

= К ( р и с . 1 1 - 1 0 ) . 

Р а с с м о т р и м э л е м е н т а р н у ю 

ч а с т и ц у ж и д к о с т и А В CD 

м е ж д у д в у м я т р а е к т о р и я м и , 

о п р е д е л я е м ы м и с в о и м и р а ­

д и у с а м и к р и в и з н ы / ? ! и R2, 

т а к ч т о Я 2 = / ? ! + dR, п р и ­

ч е м dR — б е с к о н е ч н о м а л а я в е л и ч и н а . Ч е р е з п р о м е ж у т о к в р е м е н и 

dt ф и г у р а ABCD п р е в р а т и т с я в ф и г у р у A'B'C'D', п р и ч е м 

АА' = СС = V, dt = К-^-, В В' = DD' = V2dt = K-^. 
' • H i М2 

С т о р о н а А В п р и п е р е х о д е к А 'В' п о в е р н е т с я н а б е с к о н е ч н о м а л ы й 

у г о л г, т а к ч т о 

Рис. 11-10. В безвихревом потоке при бес­
конечно малом смещении биссектрисы ча­
стицы жидкости остаются параллельными 

сами себе. 

М о ж н о т а к ж е з а п и с а т ь 

В В' 
О'В 

Kdt 
Иф'В 

igr. 
3* 

А А' 
О'А 

К dt 
RxO'A 

35 



Приравнивая эти последние выражения друг другу, получав 
O'B + DLI ... R-^+DR 

О'В Ra 
откуда О'В = R X и О'А = Л 2 . Подставляя эти значения в выражени 
для Г, получаем 

KDT 

или, так как DR мало, то 
—Г-

R\R2 ' 

KDT 
R\ ' 

С другой стороны, поскольку угол 0 Х = AA'/RX = KDT/RJ, 
Т О —Г = 

Рис. 11-11. При конеч­
ном смещении в безви­
хревом потоке биссек­
трисы поворачиваются. 

Сторона А С переходит в А 'С, поворачиваясь при этом на угол 
8i . Поскольку обе стороны, А В и А С , поворачиваются на одинако­
вый угол 9 1 ; но в противоположных направлениях, то биссектриса 
А'Х' остается параллельной биссектрисе АХ. Ориентация этой 
линии остается неизменной, что является условием безвихревого 
движения. 

Следует подчеркнуть, что приведенные рассуждения имеют силй 
только при рассмотрении бесконечно малого смещения. Если сме­
щение конечно, они несправедливы, что показано на рис. II-11, 
на котором видно, что обе биссектрисы имеют тенденцию к повороту 
в одну и ту же сторону. 

Как угол поворота биссектрис, так и угол, определяющий угло­
вую деформацию, имеют конечные величины при конечном смеще­
нии частицы. Оба угла стремятся к бесконечно малой величине, 
когда смещение стремится к нулю. Однако в последнем случае 
угол поворота является бесконечно малой величиной более высокого 
порядка, чем угол деформации. Безвихревое состояние приходится 
рассматривать локально, а не на протяжении всей траектории: 

Угол между АХ и А'Х' П 1Г, „ 
" J

 5 >- 0, если DS -> 0. 
Г или й 56 

Биссектрисы, однако, остаются параллельными в случае одно­
родного потока и в случае линейной деформации, когда не происхо­
дит ни угловой деформации, ни вращения (см. рис. И-4). 

11-4.4. Практические границы применимости поднятия безвих­
ревого движения. П-4.4.1. В и х р е в о е д в и ж е н и е , в ы з ­
в а н н о е с и л а м и т р е н и я ; т е о р е м а К е л ь в и н а . 
П-4.4.1.1. На практике очень важно знать, когда именно движение 
жидкости можно считать безвихревым. Только если допущение 
о безвихревом движении оправдывается, можно успешно применять 
метод расчета потенциала скорости, конформное отображение, 
методы релаксации, метод сеток, электрическую аналогию и т. д. 

Понятие о безвихревом движении является по существу мате­
матическим понятием и в случае двухмерного движения определяется 

Рис. 11-12. Примеры 
вихревого и безвихре­

вого движений. 
1 — б е з в и х р е в о е ; Г — в и ­
х р е в о е ; з — п о ч т и б е з в и ­

х р е в о е . 

соотношением ДИ/ДУ — DV/ДХ = 0. Затруднения возникают тогда, 
когда пытаются установить какие-то простые правила для 
оценки границ применимости этого допущения, ибо таких простых 
правил не существует. 

Завихренность может быть вызвана силами вязкости, однако 
вихревое решение возможно и для идеальной жидкости, а безвихре­
вой поток может существовать в вязкой жидкости. 

Рассмотрим, например, обширный резервуар, в котором скорость 
потока практически равна нулю и к которому подсоединена труба. 
В резервуаре жидкость находится в безвихревом состоянии, но при 
входе в трубу под влиянием вязких напряжений поток становится 
вихревым: так силы трения вызывают завихренность. В случае, 
когда ц. =f= 0, при постоянной плотности жидкости и при постоянной 
силе тяжести применяют теорему Кельвина. 

П-4.4.1.2. Строгое изложение теоремы Кельвина выходит за 
рамки этой книги, в то время как для дальнейшего достаточно физи­
ческого подхода к рассмотрению вихревого движения. В ряде слу­
чаев нетрудно определить, будет ли движение физически вихревым 
или безвихревым, путем рассмотрения фрикционных эффектов. 

На рис. 11-12 и 11-13 показаны некоторые случаи, когда без труда 
ложно решить, допустимо ли считать движение безвихревым. 

Движение можно считать безвихревым, если градиент скорости 
мал (периодические гравитационные волны), или если линии тока 

ыстро конвергируют и распределение скорости зависит от очерта­
нии границ, а не от их шероховатости. Движение является вихревым. 
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когда распределение скорости определяется наличием погранич­
ного слоя или в случае дивергирующего потока. 

Примеры вихревого и безвихревого движений. 
1 — безвихревое (конвергентное); 2 — вихревое; 3 — очень завихренное (линии отрыва) 

4 — безвихревые зоны (застойные); S — затвор; 6 — воздушный канал. 

Определение пограничного слоя само может основываться н 
понятии безвихревого движения . Пограничным слоем называете 
та область, где поток всегда яв ­
ляется завихренным, в то время 
к а к за пределами пограничного 
слоя он часто я в л я е т с я безви­
хревым. Движение может счи­
таться безвихревым только , 
если пограничный слой играет 

Рис. 11-14. Влияние 
слоя. 

пограничного Рис. 11-15. Коэффициент расхода З~ 
висит от толщины пограничного слой; 
1 — безвихревое движение; 2 — вихрев" 

движение; 3 — пограничный слой. I — безвихревое движение; 2 — вихревое 
движение; 3 — пограничный слой; 4 — 

водослив; 5 — поступление воздуха. 
незначительную р о л ь , т. е. если он относительно тонок. Н а рис 
Ц-14 показан случай водослива, когда толщина пограничного ело 
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к а к толщина пограничного 
1 

увеличивается вниз по течению. J Движение я в л я е т с я безвихре­
вым только вблизи вершины водослива. Одно и то же движение 
можно рассматривать к а к вихревое или безвихревое в зависимо­
сти от изучаемого явления . Н а п р и м е р , поток, проходящий через 
отверстие, можно рассматривать как безвихревой, если задачей 
является изучение распределения давления у стенки (рис. 11-15). 
Однако для исследования коэффициента расхода данного отверстия 
движение уже нельзя считать безвихревым, так как этот коэффициент 
является функцией толщины пограничного слоя вблизи отверстия. 
В элементарной гидравлике величина этого коэффициента дается 
как функция числа Рейнольдса , так 
слоя и число Рейнольдса связаны 
друг с другом. 

П-4 .4 .2 . В и х р е в ы е р е ш е ­
н и я д л я и д е а л ь н о й ж и д ­
к о с т и . Мы видели, что вихревое 
движение физически может быть 
обусловлено трением. Физическое 
рассмотрение фрикционных эффектов 
позволило установить ряд практиче­
ских правил , дающих хорошие ре­
зультаты при использовании. 

Однако существуют математиче­
ские решения, дающие вихревое 
движение при пренебрежении силами 
трения. Когда движение я в л я е т с я 
вихревым, а трение не учитывается , 
классическое уравнение Б е р н у л л и 
в элементарной гидравлике приме­
нимо только вдоль линии тока 
(см. главу X) . Д р у г и м примером является теория периодиче­
ских гравитационных волн Герстнера. Согласно этой теории, 
частицы жидкости описывают круговые орбиты, а сами при этом 
поворачиваются в противоположном направлении (рис. 11-16); та­
кое движение описывается точным математическим решением основ­
ных уравнений, в которых члены, выражающие действие трения , 
не учитываются, но вихревые инерционные члены учтены полностью. 

С другой стороны, некоторые типы д в и ж е н и я , где трение играет 
важную роль, исследуются к а к безвихревые. Н а п р и м е р , силы тре­
ния играют первостепенную роль в таких я в л е н и я х , к а к гашение 
гравитационных волн с помощью фильтров или в потоке сквозь 
пористую среду (рис. Н-17) . Однако в этих с л у ч а я х рассматривается 
только скорость, осредненная по пространству. Вместо действитель­
ной сложной системы вихревых движений сквозь пористую среду 
изучается среднее движение, являющееся безвихревым при ма­
лых числах Рейнольдса (см. главу I X ) . Аналогично, турбулент­
ный поток является существенно вихревым, но осредненное по 

Ремени движение часто может рассматриваться к а к безвихре-
в о е (см. главу V I I ) . 

Рис. 11-16. Траектория и вихре­
вое движение частицы жидкости 

в волне Герстнера. 
1 — направление движения волны; 

2 — траектория; 3 — вихрь. 
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П-4 .4 .3 . В я з к и е б е з в и х р е в ы е п о т о к и . Может 
также случиться , что поток я в л я е т с я безвихревым, в то время как 
коэффициент вязкости не равен н у л ю . Это происходит прежде всего 
в тех с л у ч а я х , когда сумма всех в я з к и х членов , присутствующих 
в уравнении движения , равна н у л ю , хотя к а ж д ы й член в отдельности 
отличен от н у л я . Движение такого типа я в л я е т с я диссипативньщ 
и безвихревым. 

Специальным примером такого случая является движение , по­
рождаемое постоянным вращением кругового цилиндра вокруг 
своей оси в неограниченной вязкой несжимаемой жидкости. Н о р ­
мальный к линиям тока градиент скорости может быть очень значи­
тельным вблизи цилиндра . Тем не менее движение я в л я е т с я без­
вихревым (рис. II-18). 

Рис. 11-17. Поток через пористую среду яв- Рис. 11-18. Вязкий безвихрс-
ляется вихревым, но среднее движение может вой поток, возбуждаемый в 

быть безвихревым. неограниченной жидкости вра­
щающимся цилиндром. 

Движение в «свободном вихре» также остается неизмененным 
независимо от того, рассматриваем ли мы идеальную или в я з к у ю 
жидкость . Решение уравнения движения д л я идеальной жидкости 
(V X R = const) обращает в н у л ь сумму всех в я з к и х членов . 

Н-4 .4 .4 . Д и с с и п а ц и я э н е р г и и , д е ф о р м а ц и я 
с д в и г а и з а в и х р е н н о с т ь . Мы видели, что вихревое 
движение может вызываться силами вязкости . Однако сам факт 
наличия завихренности не обязательно означает, что движение 
сопровождается диссипацией. Движение диссипативно, если имеют 
место линейные или угловые деформации при н е пренебрежимо малых 
коэффициентах вязкости. Т а к , безвихревой «свободный вихрь» 
может быть диссипативным, в то время как вихревой «вынужден­
ный вихрь» не является диссипативным. 

Действительно, мы увидим в разделе V-5.4 .2 , что н а п р я ж е н и я 
а и т пропорциональны коэффициентам линейной и угловой дефор­
мации, приведенным в настоящей главе в разделе Н-5 .2 . Таким 
образом, вязкие н а п р я ж е н и я обязаны своей величиной и даже 
самим своим существованием не вихревому движению, а деформа­
циям. 

В заключение можно сказать , что в общем трение может вызы­
вать вихревое движение , но наличие завихренности само по себе 
н е подразумевает обязательного наличия трения , в то время как 
деформации при не пренебрежимо малой вязкости обязательно 
связаны с трением. 

Н - 5 . Математические выражения , определяющие движение 
частицы жидкости 

11-5.1. Двухмерное движение. Рассмотрим частицу жидкости 
ABCD в момент T (рис. 11-19). Компоненты скорости И и V являются 

Y+DY 

Д У ' ДИ, 1 \ 

, ДИ,_ ДИ,,, 
ДХ ДУ 3 

0 Х X+DX X+UBT 

Рис. 11-19. Компоненты скорости частицы жидкости. 

Функциями от Х и У, так что DU = (ДИ/ДХ) DX + (ДИ/ДУ) DY и DV — 
~ (DV/ДХ) DX -f- (DV/ДУ) DY. В момент T координаты точки А будут 

Х> У, а координаты точки D будут: Х + DX, У + DY. 
В момент T -f- DT координаты точек А и D станут: 

А" 
UDT, 

У + V DT; 

Х-\- DX -f- (И -f- DU) DT, 

Y + DY-r (V-\ DV) DT, 

41 



п л и 

D" 

x + dx + udt + (^~dx + — dy^ dt, 
y + dy + vdt+( 

П р и б а в л я я и в ы ч и т а я 1 / 2 (dv/дх) dxdt в в ы р а ж е н и и д л я а б с ц и с с ы 

и 1 / 2 (ди/ду) dxdt в в ы р а ж е н и и д л я о р д и н а т ы , п о л у ч а е м с л е д у ю щ у ю 

ф о р м у з а п и с и , в к о т о р о й ф и з и ч е с к и й с м ы с л о т д е л ь н ы х ч л е н о в с т а ­

н о в и т с я я с н ы м и з п р е д ы д у щ и х п а р а г р а ф о в : 

^dx+udt+^dxdt+i{^+i) dydt-m-w)dydt' 
y + dy + v d t + JLdydt + l ^ + ^yxdt + ±^-^-)dxdt. 

Н а ч а л ь - П е р е - Д е ф о р м а -
н ы е к о - н о с ц и я р а с т я -
о р д и н а т ы ж е н и я ( л и ­

н е й н а я ) 

С к о р о с т ь 
у г л о в о й д е ­
ф о р м а ц и и 

С к о р о с т ь 
в р а щ е н и я 

У г л о в а я и л и 
с д в и г о в а я 
д е ф о р м а ц и я 

В и х р е в о е 
д в и ж е н и е 

П - 5 . 2 . Т р е х м е р н о е д в и ж е н и е . О п р е д е л е н и е т р е х м е р н о й з а в и х ­

р е н н о с т и . А н а л о г и ч н о д в у х м е р н о м у с л у ч а ю к о о р д и н а т ы т о ч к и 

D ' (х - f - dx, у + dy, z + dz) т р е х м е р н о й э л е м е н т а р н о й ч а с т и ц ы 

ж и д к о с т и ч е р е з п р о м е ж у т о к в р е м е н и dt с т а н о в я т с я : 

х + dx udt - f - dx^--^-dy + ~ dz^j dt, 

y + dy + vdt + i^dx + ̂ dy + ̂ -dz) dt, 

dz + wdt+( dw 
dx dx dw , . dw 

-bvdy+^ 
dz^j dt. 

T-F ^ 1 9v , •,. 1 dw , v . • 

П р и б а в л я я и в ы ч и т а я — dy dt к —dzdt\ ъ п е р в о й с т р о к е , 
1 dw , , , 1 da , 7 j „ 1 dii j j , 1 dv j j . 

- г - dz dt и — -г- dx dt в о в т о р о й с т р о к е , . — - г - dx dt и —т-dy dt 2 dy 2 dy r |2 oz 2 dz 
в т р е т ь е й с т р о к е , п о л у ч а е м 

* И ж - * ) | М ( М ) * ] * 
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В в е д е м с л е д у ю щ и е о б о з н а ч е н и я : 

к о э ф ф и ц и е н т ы л и н е й н о й д е ф о р м а ц и и — 

du , dv dw 
a = ~dx~' °~~ду~' С==:~дТ' 

к о э ф ф и ц и е н т ы д е ф о р м а ц и и с д в и г а — 

\ ( dw . dv \ 1 / du . dw \ _ , 1 / 6t> , б и \ 

* \~Ъ~у~~Т~~оЧ ) ' S~Y\lh~~^~~dx~)', h = T \~dx~ " т " йТ/ J ' 
к о э ф ф и ц и е н т ы з а в и х р е н н о с т и — 

„ i I dw dv \ i f du dw \ ^ _ 1 / бг> б и \ 

^ = ¥ \ ~ б 7 ~ " б Т / ' T v l i 6^"J' \ " б Т " ~ " б 7 ; • 

Т о г д а м о ж н о з а п и с а т ь : 

ж - f - - [ - w - ) - й cfcc - f - ( / г dy ~\- g dz) dt -\- (ц dz — t, dy) dt, 

y + dy + vdt+bdydt + (fdz + hdx)dt + (£,dx—ldz) dt, 
z - j - dz + iv dt - f - с dz dt + (g dx + f dy) dt +(^dy — r] dx) dt. 
Н а ч а л ь - П о с т у - Л и н е й - У г л о в а я В и х р е в о е 
н ы е к о - п а т е л ь - н а я д е - д е ф о р м а ц и я д в и ж е н и е 
о р д и н а т ы н о е ф о р м а -

д в и ж е - ц и я 

н и е 

В е л и ч и н ы 2 1 , 2 r j и 2 £ я в л я ю т с я к о м п о н е н т а м и в е к т о р а , х а р а к т е ­

р и з у ю щ е г о с о б о й т р е х м е р н о е в и х р е в о е д в и ж е н и е ч а с т и ц ы ж и д к о с т и . 

Т р е х м е р н о е б е з в и х р е в о е д в и ж е н и е о п р е д е л я е т с я с о о т н о ш е н и я м и 

I = 0 , г , = 0 , t = 0 , т . е . 

dw dv du dw dv du 
dy dz * dz dx ' dx dy 

П - 5 . 3 . П о т е н ц и а л с к о р о с т и в с л у ч а е т р е х м е р н о г о д в и ж е н и я . 

П о т е н ц и а л с к о р о с т и , с л у ж а щ и й д л я м а т е м а т и ч е с к о г о п р е д с т а в л е н и я 

т р е х м е р н о г о б е з в и х р е в о г о д в и ж е н и я , о п р е д е л я е т с я с о о т н о ш е н и я м и : 

б ш б ш б ф 

dx dy dz ' 
в в е к т о р н о й ф о р м е 

V = g r a d ф и л и V = у ф . 

П о д с т а н о в к а э т и х в е л и ч и н в п р и в е д е н н о е в ы ш е у с л о в и е о т с у т ­

с т в и я в и х р е в о г о т е ч е н и я д а е т : 

б 2 ф 3 2 ф 5 2 ф 3 2 ф 5 2 ф # 2 ф 

dx dy dy dx ' dx dz = dz dx ' dz dy ~~ dy dz * 
ч т о п о д т в е р ж д а е т о п р е д е л е н и е ф . Д р у г и м и с л о в а м и , с у щ е с т в о в а н и е ф 

У к а з ы в а е т , ч т о п о т о к я в л я е т с я б е з в и х р е в ы м . 
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В дальнейшем мы исследуем потенциальную функцию более под­
робно (см. главу X I ) . 

Z 

Рис. 11-20. В воде, движущейся тонким слоем, вихревое движение имеет 
место только в вертикальной плоскости. 
1 — тонкий слой воды; 2 — стеклянная пластина. 

П-5 .4 . Аналогия Стокса — эксперимент Хиль — Шоу. Трехмерный 
вихревой поток можно рассматривать к а к двухмерный безвихревой , 

если вращение происходит 
всегда в одной и той ж е 
плоскости. Н а п р и м е р , тон­
кий слой воды, толщина 
которого очень незначи­
тельна по сравнению с 
другими размерами, теку­
щий по горизонтальной 
гладкой поверхности, яв ­
ляется завихренным толь­
ко в вертикальной пло­
скости (рис. П-20) . Е с л и 
рассматривать движение 
в плане , то оно будет 
представляться двухмер­
ным и безвихревым (см. 
задачу VI-5) . 

В случае , показанном 
на рис. 11-20, движение 
в вертикальной плоскости 
XOZ я в л я е т с я вихревым, 

ди ди) 
И -г-

dz дх 
время как движение в пло­
скостях XOY и YOZ яв­
ляется безвихревым, т. е. 

Рис. 11-21. Определение линий тока с по 
мощью краски. Опыты, основанные на ана 

логпи Стокса для вязкого потока. 
а — «крыло», б — «река». 1 — впуск краски; 2— ли­

нии тока; з -

Ф о, в то 

— впуск краски; 
водозабор. 
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= 0. Можно показать , что осредненная по ди dv Q И dv dw 
~д~у дх dz ду 
вертикали скорость также удовлетворяет условию безвихревого 
движения. 

Линии тока в плане легко обозначить с помощью введения к р а ­
сящего вещества. Такой же результат мы получим в случае потока , 
ограниченного двумя вертикальными параллельными плоскостями. 
Этот способ часто применяется для определения картины потока 
в случае двухмерного или почти двухмерного движения . Некоторые 
примеры таких движений — поток вокруг к р ы л а , влияние забора 
воды из широкой и мелкой реки — показаны на рис. 11-21. 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

II-1. Рассмотрите двухмерный конвергирующий поток (см. рисунок). 
Определите коэффициент линейной деформации в точке х F= 0, у = 0, где V = 
= и = 1 фут/с. 

О т в е т : 
— = 0,1 0.1. дх 

II-2. Укажите на следующем рисунке область, где поток можно рассматри­
вать как безвихревой, и область, где поток является вихревым. Укажите при­
чины, которыми вы руководствовались, делая выбор. 

' Ш Ш Щ Ш Ш Ш Ш Ш 

Рис. к упражнению 11-1. Рис. к упражнению II-2. 

П-З. Определите коэффициенты деформации растяжения и сдвига и коэф­
фициенты завихренности для потока между двумя параллельными плоскостями, 
расположенными друг от друга на расстоянии d = 0,01 фута. Одна из плоско­
стей неподвижна, а другая движется со скоростью V = 0,1 фут/с. Распределе­
ние скорости между плоскостями линейное. 

О т в е т: а = 0, h = — | = 5 с" 1 , все другие коэффициенты равны нулю. 
П-4. Распределение скорости ламинарного потока между двумя парал­

лельными пластинами дается уравнением 

1 
• ау - |г[« 

где ц. — коэффициент вязкости; е — расстояние между пластинами; а — кон­
станта, равная потерям напора или уменьшению давления на единицу длины, 
т. е. а = dp/dx; V — скорость одной из пластин; другая неподвижна. 



Определите коэффициенты линейной и сдвиговой деформаций и завихрен­
ности как функции у. Рассмотрите два частных случая: 1) а 
2) а Ф 0; V = 0, и объясните их смысл. 

О т в е т : 

, _ 1 _£_ („ -
 2иК 

- £ ~ 2 L (i 2ц Г 

0; 7 ^ 0 

= 0, <>2 

Если а — 0, V ф 0, 10 поток создается движением одной из пластин; есл 
а Ф 0, V = 0, то поток обусловлен градиентом давления dp/dx. 

II-5. Выразите компоненты скорости как функции <р в цилиндрически 
(г, G, г) и сферических (г, Ф, 6) координатах. 

О т в е т : 
цилиндрические координаты — 

d m 1 д ф д ф 
v'=-dT> V*=TW* ю = ~ ; 

сферические координаты — 
_ ^ ф v 1 д ф 

^""аГ' У9=~ г ае ' ф _ rsino ао • 
И-6. Выведите условие безвихревого движения в полярной системе коор динат (г, 9) — радиальная скорость 
О т в е т : 

дщ , *>е 

тангенциальная скорость t>e. 

_ 1 dvr _ n 

аг "г" г г ае П-7. Рассмотрите два коаксиальных цилиндра с радиусами Лт и Я 2 , 
которые вращаются соответственно с угловыми скоростями и со2. Распреде­
ление скорости жидкости между этими цилиндрами дается как функция г в виде 
выражения (R1 < г < Л 2 ) 

М О - [ ^ ^ ] [<«-*_-»_*_)• " (со2 — C O l ) 

Определите величину коэффициента завихренности и соотношение между 
<о1 и <в2, при котором движение потока становится безвихревым. 

О т в е т : 

При безвихревом движении со/?2 = const, т. е. v х R = const. 
II-8. Уравнения для осредненного вязкого потока сквозь пористую сре. 

имеют вид: 

¥ ш Д "а7 
Покажите, что такой поток является безвихревым. 
Уравнения для осредненного полностью турбулизированного потока по 

каменистому руслу имеют вид: 

• Kv. 

др_ 
дх 

др_ 

Покажите, что такой поток в общем случае является вихревым. 
II-9. Покажите, что в данном месте двухмерного потока величина углового 

вращения независима от системы осей отсчета, т. е. 
i f ди _ди_\ J_ / dv' ди' 
~2 \~~дх ~ду) = 2 \~ дх' ду' 

где и' и v' — компоненты скорости вдоль осей х' и у' 
II-10. Покажите, что 

дх ' ду ' dz 

соответственно. 

0. 

Гла в а III 

ПРИНЦИП НЕРАЗРЫВНОСТИ 
HI-1. Элементарные соотношения 

II 1-1.1. Неразрывность в трубе. Принцип неразрывности выра­жает сохранение массы в данном пространстве, занятом жидкостью. В наиболее простой и хорошо известной форме условие неразрыв­ности в элементарной механике жидкости сводится к положению, что при установившемся потоке в трубе расход жидкости постоянен. Этот факт выражается соотноше­нием 
pVA = const, 

где А — площадь поперечного се­чения трубы, V—средняя скорость. В случае несжимаемой жидко­сти (р = const) в однородной трубе (А = const) уравнение неразрыв­ности приобретает совсем простой вид: V = const. Тогда, если ось трубы совместить с осью ОХ, то V = и и принцип неразрывности, выраженный в дифференциальной форме, будет записан в виде 
dV 
dx =4^=0. 

дх 
Рис. 111—1. Обозначения. 

В общем в гидродинамике приходится рассматривать более слож­ные формы уравнения неразрывности. В качестве первого примера рассмотрим случай двухмерного движения несжимаемой жидкости. Затем будет разобран общий случай. 
III-1.2. Двухмерное движение несжимаемой жидкости. Поскольку в процессе движения жидкость не добавляется и не отнимается, ее общее количество остается постоянным. Этот факт в случае двух­мерного движения несжимаемой жидкости может быть выражен следующим образом. Выделим в двухмерном потоке жидкости прямоугольный участок (рис. Ш-1). Границы участка имеют длину а и Ъ и фиксированы от­носительно осей координат. Объем жидкости, входящей в пределы участка через левую границу за единицу времени, равен аих, а объем жидкости, уходящей За то же время через правую границу, равен аи2. Разность этих коли­честв равна а (и2 — иг) = аАи. Аналогично разность объемов Жидкости, движущихся вдоль оси OY, равна b (i>2 — fj) = bAv. ак как из-за неразрывности количество жидкости в пределах З'Частка не может ни убывать, ни прибывать, сумма указанных двух Разностей должна быть равна нулю: 

аАифЬАи = 0, т. е. -^--j- —= 0. 
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В пределе, когда а и Ь стремятся к нулю, мы получаем duldx — 
-j-dvldy — 0. Эта дифференциальная форма допустима, поскольку 
мы считаем жидкость сплошной средой. Следует заметить, что duldx 
и dvldy представляют собой скорости линейной деформации частицы 
жидкости; отсюда в несжимаемой жидкости сумма линейных дефор­
маций равна н у л ю , как у ж е было указано в 11-3.1. 

Рис. II1-2. Неразрывность в конвергентном потоке; обозначения. 

I I I - 1 . 3 . Случай конвергентного потока . Физический смысл диф­
ференциальной формы уравнения неразрывности можно проиллю­
стрировать примером. Основная цель этого примера состоит в том, 

У чтобы показать , как перейти от 
математического рассмотрения 
к физическому и наоборот. 

Рассмотрим двухмерный кон­
вергентный поток идеальной 
жидкости , показанный на рис. 
I I I - 2 . Н а сечениях 1пЗ v = 0, 
а и постоянно в направлении 
оси ОХ. Таким образом, здесь 
уравнение неразрывности будет 
просто duldx = 0. 

Н а сечении 2 v Ф 0; макси­
мальных значений v достигает 
у границ , а вблизи оси ОХ она 
стремится к нулю в силу сим­
метричности. Таким образом, 
изменение v вдоль оси OY не 
равно н у л ю , даже если сама 

величина v и равна н у л ю на оси потока. В противоположном 
случае мы имели бы duldx = 0, т. е. скорость и была бы постоянной 
вдоль оси. С другой стороны, величина dvldy всегда отрицательна , 
так к а к (рис. Ш - З ) либо v, либо у всегда имеет отрицательный знак . 

Отсюда следует, что, согласно уравнению неразрывности, вели­
чина duldx будет всегда положительна , и и постепенно возрастает 
от сечения 1 к сечению 3, что очевидно. 

Рис. Ш-З. Изменение величины v на 
поперечном сечении конвергентного 

потока. 
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Ш - 2 . Уравнение неразрывности в общем случае 

Ш - 2 . 1 . Вывод уравнения неразрывности . Рассмотрим фиксиро­
ванный объем жидкости в виде параллелепипеда с ребрами dx, 
dy, dz, параллельными осям OX, OY, OZ (рис. Ш - 4 ) . Соотношение, 
выражающее неразрывность , мы получим, рассматривая изменение 
массы жидкости в пределах объема dx dy dz за время dt и приравни­
вая его разности притока в этот объем и оттока из него за тот же про­
межуток времени. 

Масса жидкости в мо­
мент t равна pdx dy dz. 
Через промежуток време­
ни dt за счет изменения 
плотности во времени масса 
жидкости в том же объеме 
станет равна 

(^р +dt^j dx dy dt. 

Отсюда изменение мас­
сы жидкости за время dt 
будет 

pu+^^-dx 

р dx dy dz — (р Аг •% di^ X 

X dx dy dz •• 
dp = rffdt dxdy dz. (1) Рис. II1-4. Принцип неразрывности; обозна­

чения. 
С другой стороны, если 

учесть изменение скорости и плотности в пространстве , то масса 
жидкости, вошедшая в объем через грань ABCD за время dt, 
равна произведению величины ри на площадь , перпендикулярную 
оси ОХ (площадь грани ABCD), и па время dt. Поскольку 
площадь ABCD = dy dz, эта входящая масса равна ри dy dz dt. 
Изменение и вдоль АВ и AD, отнесенное к dz и dy, имеет 
бесконечно малый порядок величины, и им можно пренебречь. 

Количество массы жидкости, вытекающей за тот же промежуток 
времени через сечение EFGH, равно 

ос 

^ри 4- dx^j dy dz dt. 

В общем случае мы считаем, что вдоль оси ОХ изменяются и плот-
ость р , и скорость и. Таким образом, разность втекающего и вытека­

ющего количеств жидкости будет 

( р и - г dx^j dy dz dt • ри dy dz dt! dp и 
dx dx dy dz dt. 
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Таким же путем можно определить аналогичные разности для 
компонент движения, параллельных осям OY и OZ: 

4г— dxdu dz dt 

— за счет разности расходов через сечения BFGC и AEHD {dxdz); 

dx du dz dt 
dz " 

— за счет разности расходов через сечения AEFB и DHGC {dx dy). 
Полное изменение массы в пределах рассматриваемого элементар­

ного объема за время dt будет 
dpi dpv . dpw ^ dx dy dz 

Приравнивая выражения (1) и (2), получим 

(2) 

др . дри . дри . dpw 
dt ду ~ д у dz = ( ) . 

Так как д (ри)/дх = рди/дх + идр/дх (и аналогично для членов 
д(ри)/ду и d(pw)/dz), то уравнение неразрывности приобретает вид 

iH+n-di+^+^rj + ^ j ^ + ^ + ^^-o. 

Уравнение неразрывности может быть записано более кратко 
в виде 

-g- + d i v P V = 0, 
или 

или 
dt + v p v = o, 

dp 
& - -j-p div V-^V grad p = 0, 

или, используя тензорные обозначения, в виде 
dp . dpui 
dt dxi = 0, 

где индекс «г» означает повторение операции в направлении осей 
OX, OY, OZ. 

Ш-2.2. Физический смысл и аппроксимация. Рассмотрим по по­
рядку три группы членов: 

др_ 
dt ' 

[ ди . dv . dw \ ,. 
p U ^ + ^ + ^ T J ' и л и P d l v V , или p V V , 

dp dp i dp dp , у _ 

5d 

Ш-2.2.1. Первый член, dpldt, представляет собой изменение 
плотности во времени в данной точке. Этот член равен нулю в слу­
чае: 

а) несжимаемой жидкости, когда р = const; 
б) стационарного движения сжимаемой жидкости. 
Этот член рассматривают при исследовании звуковых волн, гид­

равлического удара, ударных волн и т. д. 
Ш-2.2.2. Вторая группа членов пропорциональна изменению 

скорости в направлении движения в данный момент. В простом слу­
чае трехмерного движения несжимаемой жидкости имеем: 

ди .dv . dw 
+ 1 7 + дх dz 

•• 0, или div V = 0, или yV = 0. 

(1) 

Если div V > 0, то это указывает на расширение жидкости, 
и наоборот, если div V < 0, это означает, что происходит сжатие. 

III-2.2.3. Третья группа членов 
пропорциональна производной от р 
плотности по пространственным 
координатам в данный момент. 
Эта производная обычно прене­
брежимо мала по сравнению с дру­
гими производными. 

р (или р) р (2) 

Л 
(з) 

0 х x*dx 
Рис. Ш-5. Волна давления. Рис. II1-6. Формирование ударной 

волны. 

Рассмотрим, например, одномерную синусоидальную акустиче­
скую волну (рис. III-5). Изменение плотности дается функцией от вре­
мени и расстояния в виде р = A sin {Ct + х). Производная от 
р по времени равна dpldt = Л С cos {Ct + х), а по расстоянию 
др/дх = A cos l{Ct + х). Отсюда 

др 
дх 1 
др^ С ' 
dt 

Поскольку величина С обычно велика по сравнению со скоростью 
частицы и, то udpldx обычно пренебрежимо мало по сравнению с dpldt. 

Из этого правила есть, однако, исключение, а именно, случай удар­
ной волны, где пространственная производная от р теоретически 
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б е с к о н е ч н о в е л и к а н а ф р о н т е в о л н ы ( р и с . I I I - 6 ) . Э т о я в л е н и е п р о и с х о ­

д и т , к о г д а и м е е т м е с т о з н а ч и т е л ь н о е и з м е н е н и е д а в л е н и я , к о т о р о е 

о к а з ы в а е т в л и я н и е н а с к о р о с т ь р а с п р о с т р а н е н и я в о л н ы , к о т о р а я 

в с в о ю о ч е р е д ь с т а н о в и т с я б о л ь ш е , ч е м с к о р о с т ь з в у к а . У д а р н а я 

в о л н а р а с п р о с т р а н я е т с я с б о л е е в ы с о к о й с к о р о с т ь ю , ч е м о б ы ч н а я в о л н а 

д а в л е н и я ( а к у с т и ч е с к а я в о л н а , г и д р а в л и ч е с к и й у д а р ) . П о э т о м у п р и 

и з у ч е н и и с в е р х з в у к о в о г о п о т о к а и л и э ф ф е к т о в п о д в о д н ы х в з р ы в о в 

и з м е н е н и е п л о т н о с т и п о р а с с т о я н и ю у ч и т ы в а е т с я в у р а в н е н и и н е ­

р а з р ы в н о с т и . 

I I I - 2 . 2 . 4 . В с е с к а з а н н о е м о ж е т б ы т ь с в е д е н о в с л е д у ю щ у ю т а ­

б л и ц у : 

Однородный поток несжимаемой 
жидкости 

Двухмерный поток несжимаемой 
жидкости 

Трехмерный поток несжимаемой жид­
кости 

Нестационарное движение сжимае­
мой жидкости при обычных ско­
ростях (акустическая волна, гид­
равлический удар) 

Нестационарное движение сжимае­
мой жидкости при высоких ско­
ростях (ударная волна) 

I I I - 3 . У р а в н е н и е н е р а з р ы в н о с т и д л я н е к о т о р ы х с п е ц и а л ь н ы х 

с л у ч а е в ; г р а в и т а ц и о н н ы е в о л н ы , в о л н ы д а в л е н и я 

В г и д р а в л и к е у р а в н е н и е н е р а з р ы в н о с т и ч а с т о и с п о л ь з у е т с я в д р у ­

г и х ф о р м а х . Т а к и е ф о р м ы я в л я ю т с я м е н е е о б щ и м и , н о б о л е е у д о б ­

н ы м и д л я и н т е г р и р о в а н и я п р и и з у ч е н и и р а с с м а т р и в а е м ы х я в л е н и й . 

Н е к о т о р ы е п р и м е р ы р а з л и ч н ы х п р и м е н я е м ы х ф о р м з а п и с и у р а в н е ­

н и я н е р а з р ы в н о с т и д а е т р а с с м о т р е н и е н е с т а ц и о н а р н о г о п о т о к а , 

г л а в н ы м о б р а з о м о д н о м е р н о г о , и л и б о и м е ю щ е г о с в о б о д н у ю п о в е р х ­

н о с т ь ( к а н а л , р е к а ) , л и б о д в и ж у щ е г о с я п о д д е й с т в и е м д а в л е н и я 

( т р у б а , п о д з е м н а я г а л е р е я ) . 

И с с л е д о в а н и е н е с т а ц и о н а р н о г о п о т о к а с о с в о б о д н о й п о в е р х н о ­

с т ь ю п р и в о д и т к р а с с м о т р е н и ю г р а в и т а ц и о н н ы х в о л н 1 , т . е . и з м е ­

н е н и я у р о в н я в о в р е м е н и и п р о с т р а н с т в е п о д д е й с т в и е м с и л ы т я ж е с т и . 

В к а ч е с т в е н е к о т о р ы х п р и м е р о в м о ж н о н а з в а т ь : в о л н ы п а в о д к а в р е ­

к а х , б о р ( в о л н ы п е р е м е щ е н и я ) и с е й ш и ( к о л е б а т е л ь н ы е в о л н ы ) . 

Н е с т а ц и о н а р н ы й п о т о к п о д д а в л е н и е м п р и в о д и т к в о л н а м д а в л е н и я : 

1 Стационарные волнообразные движения, такие как гидравлический 
прыжок или поток вокруг устоев моста (быков), также рассматриваются как 
гравитационные волны. 

ои 
dx 

= 0 

= 0 ди . dv 
дх ' ду 

ди . dv . dw 
~^~ду~Т~~дТ 

div V = 0 
дх -0; 

dp 
dt 

dp I du . dv dw \ 

- ^ + p d i W = 0 

dpu . dpv . dpw 
dx dy dz = 0; 

dt -f-div pV = 0 
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д з м е н е н н ю д а в л е н и я в о в р е м е н и и п р о с т р а н с т в е п о д д е й с т в и е м г р а ­

д и е н т а д а в л е н и я . Д в у м я п р и м е р а м и т а к о г о д в и ж е н и я я в л я ю т с я г и д ­

р а в л и ч е с к и й у д а р и а к у с т и ч е с к и е в о л н ы ( н е р а с с м а т р и в а е м ы е в г и д ­

р а в л и к е ) . Д л я и с с л е д о в а н и я т а к и х г р а в и т а ц и о н н ы х в о л н и в о л н 

д а в л е н и я и с п о л ь з у ю т с я с п е ц и а л ь н ы е ф о р м ы з а п и с и у р а в н е н и я н е ­

р а з р ы в н о с т и , к о т о р ы е д а н ы н и ж е . О н и п р и м е н и м ы , к о г д а р а с п р е ­

д е л е н и е с к о р о с т и п о п о п е р е ч н о м у с е ч е н и ю м о ж н о с ч и т а т ь п о с т о я н ­

н ы м . 

В о б о и х с л у ч а я х у р а в н е н и е н е р а з р ы в н о с т и в ы в о д и т с я и з т о г о 

и с х о д н о г о п о л о ж е н и я , ч т о и з м е н е н и е о б ъ е м а в о д ы з а п р о м е ж у т о к 

в р е м е н и dt м е ж д у д в у м я п о п е р е ч н ы м и с е ч е н и я м и , р а з д е л е н н ы м и 

б е с к о н е ч н о м а л ы м р а с с т о я н и е м dx, р а в н о р а з н о с т и п р и т о к а и о т т о к а 

з а т о т ж е с а м ы й п р о м е ж у т о к в р е м е н и . 

к 

• - 4 — у *Г* 

0 х x+dx X 
Рис. II1-7. Волна перемещения. Рис. III-8. Гидравлический удар; обс-

1 — профиль волны. значения. 

111 -3 . 1 . Г р а в и т а ц и о н н ы е в о л н ы п е р е м е щ е н и я . Р а с с м о т р и м о б ъ е м 

( « о т с е к » ) , о п р е д е л е н н ы й д в у м я п о п е р е ч н ы м и с е ч е н и я м и в т о ч к а х 

х и х - f dx и с в о б о д н о й п о в е р х н о с т ь ю в м о м е н т t ( р и с . I I I - 7 ) . О б ъ е м 

ж и д к о с т и , в т е к а ю щ е й в р а с с м а т р и в а е м ы й « о т с е к » ч е р е з с е ч е н и е 

в т о ч к е х з а в р е м я dt, р а в е н qdt и л и hudt, г д е q — р а с х о д , 

/ ( — г л у б и н а п и — г о р и з о н т а л ь н а я к о м п о н е н т а с к о р о с т и . 

О б ъ е м ж и д к о с т и , в ы т е к а ю щ е й и з « о т с е к а » ч е р е з с е ч е н и е в т о ч к е 

х dx, р а в е н 

( ? + -|jjrdx^j dt и л и [hu + dx^j dt• 

О т с ю д а и з м е н е н и е о б ъ е м а ж и д к о с т и м е ж д у у к а з а н н ы м и п о п е р е ч ­

н ы м и с е ч е н и я м и х и х - j - dx б у д е т р а в н о р а з н о с т и п р и т о к а и о т т о к а , 

т . е . 

— ^-dxdt и л и — -^-dxdt. (1) 
dx dx 

С д р у г о й с т о р о н ы , о б ъ е м ж и д к о с т и в м о м е н т t р а в е н hdx, а в м о ­

м е н т t + dt, п о с к о л ь к у у р о в е н ь п о в е р х н о с т и и з м е н я е т с я , о н р а в е н 

I k + (dh/dt) dt] dx. О т с ю д а и з м е н е н и е о б ъ е м а з а в р е м я dt р а в н о 

(2). 

53-



Приравнивая (1) и (2) и деля все на DXDT, получаем DHLDT -f. 
-f DQLDX — О, или DHLDT + d (HU)LDX = 0; а поскольку D (HU)/DX = 
= u (DHLDX) -f- /i (DULDX), то уравнение неразрывности принимает ви 

аг 
, , ди И——J-/г 

9а; дх 
= 0. 

Ш-З.2. Гидравлический удар. Уравнение неразрывности дл 
неустановившегося потока в трубе также получается путем прирав 
нивания разности притока и оттока в данный объем за время D 
к изменению объема жидкости за тот же период времени. 

Рассмотрим трубу, показанную на рис. Ш-8 . На сечениях 
и Х -1- DX скорости (предполагаемые постоянными в пределах ка 

дого сечения) равны соответственно И 
И -f- (DULDX) DX. Чистый приток (раз 
ность прихода и расхода) за промежу 
ток времени DT равен 

л£>2 [("+-£•<**)- u ] d t 

4 ДХ 
DX DT. 

Рис. Ш-9. Гидравлический 
удар; обозначения. 

Этот чистый приток равен сумме: 
1) изменения объема при сжатии (или 
расширении) жидкости уже в пределах 
рассматриваемого цилиндрического «от­
сека» и 2) изменения объема, ограни­

ченного стенкой трубы, в результате растяжения или сокращения 
самой стенки за счет изменения давления. 

Увеличение давления за время DT равно (DPLDT) DT. Оно приводи" 
к сжатию цилиндра лшдкости на величину (DPLDT) DTDXIK, где К 
объемный модуль упругости жидкости. Отсюда изменение объема 
по причине (1) равно 

пР? DP , dx 
~~DTat~K-

То же самое увеличение давления приводит к увеличению на­
пряжения в стенке трубы, равному (DPLDT) DT (DUE), где Е — тол­
щина стенки трубы (рис. Ш-9). Под действием этого дополнитель­
ного напряжения стенка трубы растягивается в соответствии с зако­
ном Гука на величину 

n(D + dD) _ N 
лР ~~ Е * 

тде N — увеличение напряжения, а Е 
Таким образом, 

модуль упругости стенки. 

dD 
Р 

£P_DTJL 
dt 2е 

Е 
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Увеличение объема по причине (2) равно 

K(P + dP)2 пРЪ j DX = ̂  ^DdP \ ^ 

Учитывая предыдущее соотношение и пренебрегая членами вто­
рого порядка малости, находим, что 

nPdPdx ДР ,. ЛР2 Р , 
о = -£Г DT —т в- DX. 
2 DT 4 ЕЕ 

Увеличение объема по причине (2), таким образом, равно 
ДР лР* Р , 
DTDT — ^ E D X -

Приравнивая чистый приток изменению объема по причинам (1) 
и (2), сокращая на [(я/) 2)/4] DXDT Я проделав преобразования, полу­
чаем 

ДР_ 
DT 

_ Г 1 • Р 1-1 ди 
' ~~ L К + ЕЕ J дх' 

Ш-4. Частные формы уравнения неразрывности 
для несжимаемой жидкости 

Ш-4.1 . Безвихревой поток. Если плотность р постоянна, то урав­
нение неразрывности, как мы видели, имеет вид 

eu.DV.DW q 
DX ' DY ' DZ 

В случае безвихревого движения потенциал скорости ср был 
определен соотношениями: 

dcp _ DQ> D<F 
DX * ДУ * DZ 

Подставляя эти выражения в уравнение неразрывности, полу­
чаем 

Д дф • Д Эф . Д ДУ _ q 
ДХ ДХ ДУ ДУ ' DZ DZ ' 

т. е. 
<?2ф <?2ф 02ф 
ДХ2 1 ДУ* 1 DZ* 

-О, 

что может быть также записано в форме у2ср = 0. Это — хорошо* 
известное уравнение Лапласа, подробно исследованное в математи­
ческой физике. 

Ш-4.2. Лагранжева система координат. В главе I указывалось, 
что изучение проблем гидравлики можно вести либо в координатах 
Эйлера, либо в координатах Лагранжа (см. 1-3.1). Поскольку по­
следняя система координат употребляется редко, мы приведем здесь 
Сражение для уравнения неразрывности в этой координатной 
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системе без каких-либо дополнительных замечаний — просто для того, 
чтобы читатель мог опознать его, встретив в литературе: 

д(х, у, z) _ ^ 
д (х0, у0, z0) 

Здесь хо, у о и z 0 — координаты рассматриваемой частицы в мо­
мент to, а х, у, г — ее координаты в момент t. 

УПРАЖНЕНИЯ 
III-1, Покажите, что уравнение неразрывности для трубки тока можно 

записать в виде 
д(рА) , d(pAV) 

dt Т ds ' 
где А — поперечное сечение трубки, a. ds — элемент линии тока. 

Ш-2. Рассмотрите два типа двухмерного движения, определяемого компо­
нентами скорости и = A, v = О в первом случае я и = Ах ~\- В, у = 0 во вто­
ром, где А и В отличны от нуля. 

Рассчитайте дивергенцию и определите, в каком случае жидкость является 
сжимаемой. 

О т в е т : в первом случае — div V = 0, во втором — div V = А. 
III-3. Выведите уравнение неразрывности в цилиндрической системе 

координат (г, 0, г). Используйте выражение для полярного элемента объема 
г dr dQ dz. 

О т в е т . 

at Tr dr r ^ + ^ - - ° -

III-4. Выразите уравнение Лапласа у2 cp = о в цилиндрической системе 
координат (г, 6, г). 

О т в е т . 

д2ф • 1 дф . 1 д2ф с?2ф п 

dr* "т" г Зг "т" r2 0г* агг — ' 

III-5. Выведите уравнение неразрывности для стратифицированной 
жидкости, в которой плотность изменяется по вертикали по закону р = k/z 
(предполагается, что dp/dt = 0). 

III-6. Докажите, что движение, определяемое потенциалом скоростей 

к chm(d-fz) Ф = —а ^——— cos (kt — тх), т ch md 

во-первых, является безвихревым, во-вторых, удовлетворяет уравнению нераз­
рывности и, в-третьих, является таким, что dop/dz = 0 при z = —d. 

III-7. Выведите уравнение неразрывности и уравнение для у2ф для случая 
несжимаемой жидкости в сферических полярных координатах (г, Ф, 6), рас­
сматривая малый объем, ограниченный поверхностью 0, Q-j-dQ, Ф, Ф + <2Ф, г, 
г + dr. 

О т в е т . 

г2 0r V d0 )> r*amQ dQ \ dQ /^ / -2s in2 0 Йф2 
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Г.) а ва IV 

СИЛЫ ИНЕРЦИИ 

IV-1. Масса, инерция, ускорение 

IV-1.1. Уравнение Ньютона. Чтобы вызвать движение массы М 
пли, в более общем смысле, чтобы изменить состояние существующего 
движения, необходимо приложить к этой массе силу F, которая соз-

dV J 
даст ускорение ^ - такое, что будет удовлетворяться соотношение 
F = М d\Idt. Это — векторное соотношение, т. е. оно справедливо 
и в отношении величины, и в отношении направления. Произведение 
М dV/dt представляет собой силу инерции, которая характеризует 
природную тенденцию материи противодействовать любому измене­
нию своего состояния движения. 

В механике жидкости рассматривается масса М, являющаяся 
массой единицы объема 

М = р' • (единица объема) = р, 
где р — плотность. Отсюда уравнение движения имеет форму F = 
= р dV/dt. Его три компоненты вдоль трех координатных осей ОХ, 
OY и OZ будут соответственно р duldt, р dvldt и р dw/dt. 

IV-1.2. Соотношения между элементарными движениями ча­
стицы жидкости и инерционными членами. Каждому типу движения 
частицы жидкости, рассмотренному в главе I I , соответствует сила 
инерции, и соотношение между типом описанного движения и соот­
ветствующей силой инерции является очень простым. 

Как показано в главе I I , элементарные компоненты изменения 
положения частицы жидкости в случае двухмерного движения будут 
определяться следующим образом: 

для поступательного движения—и, v; 
для деформации сжатия — (ди/дх) dx, (ди/ду) dy; 
для деформации сдвига — (1/2) (ди/ду -~ dv/дх) dy, (1/2) (ди/ду т 
dv/дх) dx; 
для вращения (вихря скорости) — (1/2) (dv/дх — ди/ду) dyT 

(1/2) (dv/дх — du/dy) dx. 
Чтобы получить величину силы инерции, достаточно взять одну 

из приведенных выше величин, приходящуюся на единицу времени, 
чтобы получить соответствующее ускорение, и умножить ее на плот­
ность р. Например, делая подстановку udt — dx, получаем, что 
инерция за счет компоненты скорости линейной деформации будет 
(ди/дх) udt, а на единицу времени она равна и du/dx. Следовательно, 
соответствующий член равен ри ди/дх. Повторяя эту операцию для 
всех членов скорости, данных выше, непосредственно получаем 
инерционные члены, обусловленные всеми типами элементарных 
движений. 

IV-1.3. Два основных типа сил инерции. Силы инерции можно 
разделить на два главных типа, соответствующих двум типам ускоре­
ния или двум типам элементарного движения: 
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ЛОКАЛЬНОМУ УСКОРЕНИЮ, соответствующему изменению скорости по-, 
ступательного движения во времени, и 

КОНВЕКТИВНОМУ УСКОРЕНИЮ, соответствующему изменению скорости 
деформации и вращения в пространстве. 

Прежде всего мы рассмотрим физический смысл этих ускорений; 
и соответствующие силы инерции, а уже затем покажем их матема­
тическое выражение. 

В главе V речь пойдет о приложенных силах F, которые надя 
приравнять к этим силам инерции, чтобы получить уравнение дви­
жения. 

IV-2 . Локальное ускорение 

Локальное ускорение характеризует нестационарное движение, 
т. е. движение, в котором скорость в данной точке изменяется во вре­

мени. Локальное ускорение являете 
следствием изменения поступатель­
ного движения частицы жидкости, 
происходящего в результате дей­
ствия внешних сил F. 

IV-2.1. Примеры потока с локаль­
ной инерцией. Локальное ускорени 
имеет место в следующих случаях. 

IV-2.1.1) когда скорость, сохра­
няя направление вдоль прямой ли­
нии, изменяет свою величину. Если 
скорость возрастает в данной точке, 
что приводит к положительному ло­
кальному ускорению, инерция массы 
жидкости стремится ослабить движе­

ние. Наоборот, если скорость падает, что соответствует отрица­
тельному локальному ускорению, масса движущейся жидкости 
стремится за счет своей инерции сохранять движение вперед. 

Такая ситуация имеет место при однородном потоке в трубах или 
туннелях, где жидкость останавливается или начинает двигаться, 
или находится в равновесии в результате движений затвора. Приме­
ром некоторых гидравлических инженерных приложений, где тре­
буется учитывать локальную инерцию такого рода, являются задачи, 
связанные с уравнительными бассейнами, гидравлическим ударом 
и перекрытием шлюзов; 

IV-2.1.2) когда скорость сохраняет свою величину, но меняет 
направление. В этом случае сила инерции обусловлена центростре­
мительным ускорением. 

Например, в периодической гравитационной волне на бесконечно 
глубокой воде величина скорости в данной точке постоянна, а ее 
направление непрерывно изменяется во всех точках (рис. IV-1); 

IV-2.1.3) когда скорость в данной точке изменяется как по вели­
чине, так и по направлению. Примерами такого движения являются: 

турбулентный поток (этот важный случай подробно рассмотрен 
в главах VII и VIII) ; 

Рис. IV-1. Периодическая грави­
тационная волна на глубокой 
воде. Изменение скорости выра­
жается в изменении только ее 

направления. 
1 — направление распространения волны. 
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перемежающиеся вихри; 
смещения, вызванные движущимся судном; 
бор и приливы в эстуариях; 
периодические гравитационные волны на мелкой воде. 
IV-2.2. Математическое выражение для локальной инерции. Ма­

тематическое выражение сил инерции, вызванных локальным ус­
корением, дается в виде изменения скорости поступательного дви­
жения только во времени. Если предположить, что в пространстве 
скорость неизменна, то сила инерции равна р DV/DT = р DVLDT, 
а ее компоненты вдоль осей OX, OY и OZ будут р DULDT, р DVLDT, 
р DW/DT. 

I V - 3 . Конвективное ускорение 

Конвективное ускорение характеризует любой нестационарный 
поток, когда скорость в данный момент изменяется в простран­
стве. Его иногда называют ускорением поля. Конвективное ускоре­
ние возникает при любой линейной или угловой деформации, или 
при изменении вращения частицы жидкости, происходящих в резуль­
тате действия внешних сил F. 

IV-3.1. Примеры. В сужающейся трубе, как мы видели, скорость 
частицы жидкости стремится к возрастанию по мере конвергенции 
линий тока, т. е. растет в направлении движения (в пространстве). 
Это — положительное конвективное ускорение. Жидкость стремится 
затормозить это ускорение своей конвективной инерцией. В расширя­
ющемся трубопроводе скорость падает, и жидкость стремится сохра­
нить скорость за счет инерции. Приложенные силы вызывают отри­
цательное конвективное ускорение. 

Расширение или сжатие сжимаемой жидкости представляет собой 
сумму линейных деформаций и также приводит к возникновению 
соответствующих сил инерции. 

Во всех перечисленных примерах компоненты скорости сохраняют 
свое направление и изменяются только по величине. 

IV-3.1.2. М а т е м а т и ч е с к о е в ы р а ж е н и е . Мы ви­
дели, что компоненты скорости линейной деформации имеют вид: 

ди , 
RLJR 

' I двухмерное 
dv , движение 

dw , 
dz 

трехмерное 
движение 

Отсюда соответствующие ускорения будут: (DULDX) (DXLDT), 
(DVLDY) (DY/DT) и (DW/DZ) (DZ/DT). Производя подстановку И = DXLDT, 
V = DY/DT и W = DZ/DT и умножая на плотность р, получим зыраже-
ния для сил инерции: 

ди 1 дц2 dv 1 йу2 dw 1 dw*-
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Следует отметить, что правые части этих выражений, которые 
можно записать в виде (1)1 ДХ) (р И2/2) и т. д., показывают, что эта| 
сила инерции равна быстроте изменения кинетической энергии в про^ 
странстве вдоль соответствующей координатной оси OX, O Y или OZ. 

IV-3.2. Случай деформации сдвига. IV-3.2.1 П р и м е р . В изо| 
гнутом русле или трубе, где частицы жидкости испытывают угловум 

деформацию, траектории искрш 

Рис. IV-2 Зона возрастания завихрен­
ности. 

безвихревое двлжение; 2 двлжение; 
движение. 

влены, в то время как жид-j 
кость по инерции стремите! 
продолжать движение по прямой 
линии. Это приводит к возни­
кновению центробежной силы, 
пропорциональной быстроте 
изменения направления, вызы­
ваемого приложенными силами. 

Возможен случай, когда! 
скорость частицы будет сохра­
няться по величине, но изме­
няться по направлению. Это 
случай движения в свободном 
вихре. 

IV-3.2.2. М а т е м а т и ч е 
с к о е в ы р а ж е н и е . Mr 
видели, что компоненты скон 

роста угловой деформации для двухмерного движения имеют в и д | 

du . dv 1 f du , ди \ , 

i f ди , до \ , 

Отсюда, как и в предыдущем случае, подставляя И = DXLDU 
и V = DY/DT, получаем выражения для соответствующих сил и н е я 
ции: 

1 / ди , dv \ 

1 ( ди , dv \ 

IV-3.3. Случай изменения завихренности. IV-3.3.1. П р и-I 
м е р. На входе в трубу (рис. IV-2) из-за изменения сил трения про­
исходит изменение завихренности частиц жидкости. Поэтому должны 
существовать силы инерции, соответствующие естественному стремле­
нию жидкости противодействовать изменению ее вращательного! 
момента. 

В однородной трубе вихревое движение частиц существует, но! 
не происходит изменения интенсивности вихря и соответствующее 
ускорение равно нулю. 

IV-3.3.2. М а т е м а т и ч е с к о е в ы р а ж е н и е . Как и в 
двух предыдущих случаях, из выражений для компонент вихря 
скорости в двухмерном движении 

i ( dv du \ , i f dv du \ , 

получаем соответствующие силы инерции, равные 
1 f dv du \ 1 I dv du \ 

T-LW\te'-*Wr -2pu\oJ--di)-
Ранее было показано, что движение можно считать безвихревым, 

если пренебречь силами трения (см. II-4.1). Очевидно, что при та­
ких условиях мы должны пренебречь и вихревыми силами инерции. 

IV-4. Общие математические выражения для сил инерции * 
r IV-4.1. В общем случае и локальное, и конвективное ускорения 

имеют место одновременно. Простейшим примером являются коле­
бания жидкости в неоднородной изогнутой трубе. Поэтому в общем 
случае V и ее компоненты И, V и W являются функциями как времени, 
так и пространственных координат: 

( И(Х, У, Z, T), 

V = 1(X, У, Z, T) V(X, У, Z, T), 

{ W(X, У, Z, T). 

Так как полный дифференциал V равен D\ = (ДХ/DT) DT + 
(ДХ/ДХ) DX + (ДХ/ДУ) DY + (DXLDZ) DZ, то полное ускорение дается 

полной производной от V (или И, V, W) по времени: 
DX д\_ ,_дУ DX . д\ DY . _д\_ DZ_ 
IT DT "т" dx DT "г" dy DT ' dz DT ' 

DU du , du DX , du_ DY_ , du DZ 
~DI ЪТ~*l)x~D7~T~ dy DT ^ dz DT ' 

DV dv .dv DX . dv_ DY_ . dv_ DZ_ 
It'~ ~dt"*~dx~~DJ"T dy DT ~*~ dz DT ' 

DW dw . dw DX . dw DY . dw DZ 
TT df ~T~~dx~ ~DT"^"dy (F"* - dz DT ' 

Подставляя И = DXLDT, V — DY/DT и W = DZLDTN умножая на плот­
ность p, получаем силы инерции: 

/ ди , ди , ди , ди \ 

I dv . dv . dv , dv \ 
y \ dt 1 dx 1 dy 1 dz ) ' 

( dw , dw . dw . dw \ 
P{L>R + u ^ + v-dJ + WLIR)-

Члены ло- Члены конвектив-
кального ного ускорения 
ускорения 
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Эти в ы р а ж е н и я м о ж н о в и д о и з м е н и т ь , п р и д а в и м б о л е е в ы р а з и ­
т е л ь н у ю ф о р м у . Это мы с д е л а е м в I V - 4 . 2 и I V - 4 . 3 . 

I V - 4 . 2 . П р и б а в л я я и вычитая (1 /2 ) PV DV/ДХ и (1 /2) PW DW/DX в п е р ­
вой с т р о к е п р е д ы д у щ е г о в ы р а ж е н и я (этот п р и е м был у ж е и с п о л ь з о ­
ван п р и и з у ч е н и и э л е м е н т а р н ы х д в и ж е н и й ч а с т и ц ы ж и д к о с т и в 
в Н - 5 . 2 ) , п о л у ч а е м с л е д у ю щ е е в ы р а ж е н и е , п о д т в е р ж д а ю щ е е в ы с к а ­
з а н н ы е выше ф и з и ч е с к и е с о о б р а ж е н и я : 

Г ДИ , ДИ , 1 / DV . ДИ \ . 1 / ДИ . DW \ . 

Локальное уско- ускорение 
ускорение рение угловой 
за счет линей- деформации 
изменения ной (сдвига) 
поступа- дефор-

4 тельного мании 
движения 

, 1 / ДИ DW\ 1 /ДО ДИ\~\ 

ускорение 
вращения 
(вихревое) 

Члены конвективного ускорения 

П р и б а в л я я и в ы ч и т а я (1 /2) PW DW/DY и (1 /2) РИ ДИ/ДУ во в т о р о й с т р о к 
и (1 /2 ) РИ DU/DZ и (1 /2 ) PV DV/DZ в т р е т ь е й , п о л у ч а е м е щ е два а н а л о 
г и ч н ы х в ы р а ж е н и я . 

I V - 4 . 3 . С д р у г о й с т о р о н ы , ч а с т о ц е л е с о о б р а з н о в и д о и з м е н и т 
в ы р а ж е н и я д л я у с к о р е н и й т а к и м о б р а з о м , ч т о б ы в ы д е л и т ь ч л е н ы , 
х а р а к т е р и з у ю щ и е к и н е т и ч е с к у ю э н е р г и ю , и ч л е н ы , х а р а к т е р и з у 
ю щ и е в и х р е в о е д в и ж е н и е . П р и б а в л я я и в ы ч и т а я P(VDV/DX \ 
+ W DW/DX) в п е р в о й с т р о к е , р (И ДИ/ДУ + W DW/DY) во в т о р о ' 
и р (И ДИ/DZ — V DV/DZ) в т р е т ь е й , п о л у ч а е м д л я о с и ОХ 

I ДИ ДИ . ДИ , ДИ DV DV . DW DW \ 

и д в а а н а л о г и ч н ы х в ы р а ж е н и я д л я о с е й OY и OZ. Д а н н о е выше вы-^ 
р а ж е н и е м о ж н о з а п и с а т ь в виде 

\ДИ , ( ДИ , , D V D W \ , / D U DV\ / ДИ DW\L 

П о с к о л ь к у 

ДИ . ДО , DW ID , 2 2 i ,„2\ __
 д (Yl\ 

т о , в в о д я к о м п о н е н т ы в е к т о р а в и х р я 

^~\ДХ DY ) ' 

п о л у ч а е м о к о н ч а т е л ь н о д л я с и л и н е р ц и и в д о л ь о с и ОХ: 

А н а л о г и ч н о м о ж н о н а й т и , что в ы р а ж е н и я д л я с и л и н е р ц и и вдоль 
о с е й OY и OZ б у д у т ; 

• > { 4 г + £ ( т ) + ' № - « " » ] • 

Эти три в ы р а ж е н и я м о ж н о з а п и с а т ь в в е к т о р н о й ф о р м е б о л е е с ж а т о 
в виде; 

p ( 4 f + g r a d - x - V x r o t v ) -
Локальное член кине-
ускорение тической 

энергии 
вихревой 
член 

Конвективное ускорение 

Отметим, что ч л е н к о н в е к т и в н о й и н е р ц и и : 

A V 2 

Р g r a d — 

p v ( i r ) 

f Д 
Р ДХ 

д I V* \ 

Д I У2 \ 

ф а к т и ч е с к и х а р а к т е р и з у е т п р о с т р а н с т в е н н о е п р и р а щ е н и е к и н е т и ч е ­
с к о й э н е р г и и р V2/2 ч а с т и ц ы . 

I V - 5 . Н е к о т о р ы е п р и б л и ж е н и я 

I V - 5 . 1 . Случаи , в к о т о р ы х п р е н е б р е г а е т с я л о к а л ь н ы м у с к о р е н и е м . 
I V - 5 . 1 . 1 . В а б с о л ю т н о с т р о г о м смысле с т а ц и о н а р н о г о д в и ж е н и я 
не с у щ е с т в у е т . В с е в с е г д а имеет н а ч а л о и к о н е ц . О д н а к о в г и д р а в л и к е 
многие д в и ж е н и я ф а к т и ч е с к и в е с ь м а б л и з к и к с т а ц и о н а р н о м у в те­
чение о п р е д е л е н н о г о и н т е р в а л а в р е м е н и . В э т о м с л у ч а е , п о с к о л ь к у V 
не и з м е н я е т с я во в р е м е н и , с о о т в е т с т в у ю щ и й и н е р ц и о н н ы й ч л е н 
DV/DT р а в е н н у л ю . ( Ч р е з в ы ч а й н о в а ж н ы й с л у ч а й т у р б у л е н т н о г о 
д в и ж е н и я б у д е т р а с с м о т р е н в г л а в а х V I I и V I I I . ) 

О д н а к о в и н ж е н е р н о й г и д р а в л и к е р а с с м а т р и в а ю т с я м н о г о ч и с л е н ­
ные в и д ы н е с т а ц и о н а р н о г о д в и ж е н и я , в к о т о р ы х и з м е н ч и в о с т ь с к о ­
рости во в р е м е н и и с с л е д у е т с я б е з у ч е т а л о к а л ь н о г о у с к о р е н и я и с о ­
о т в е т с т в у ю щ и х и н е р ц и о н н ы х ч л е н о в . Это имеет м е с т о , к о г д а с к о р о ­
сти малы и и х и з м е н е н и я во в р е м е н и п р о и с х о д я т о ч е н ь м е д л е н н о . 
Н а п р и м е р , в с л у ч а е п е р и о д и ч е с к о г о д в и ж е н и я с очень д л и н н ы м 
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периодом Т имеем dVldt ~VIT; поэтому членом р dVldt можно; 
пренебречь по сравнению с другими силами. 

Назовем несколько частных случаев , когда это п р и б л и ж е н и е 
(аппроксимация) имеет силу : r i i i i m n n I 

поток в пористой среде: изменение во времени уровня грунтовый 
вод; 

волна паводка в реке; „ I 
изменение у р о в н я в водохранилище за счет изменении речного 

стока выше по течению, регулирования сброса через водослив и дон^ 
ного сброса, а т а к ж е расхода через турбины; 

вытекание из бассейна через небольшой к л а п а н . 

FIIC . [V-3. Нестационарное движение, 
рассматриваемое как последователь­

ность стационарных движений. 
1 — площадь «л». 

Рис. IV-4. Квадратичный член ст 
новнтся бесконечно малым, ее 

V ->- 0. 
1 — линейный член; 2 — квадратичн 

член. 

Во всех этих случаях поток рассматривается к а к последователь 
ность стационарных движений и рассчитывается без учета локально 
инерции. 

ГУ-5.1.2. П р и м е р . В качестве примера нестационарног 
движения , рассматриваемого и анализируемого как стационарно 
разберем изменение уровня в сосуде (рис. IV-3). Рассмотрим истеч 
ние из прямоугольного сосуда с площадью горизонтального попере 
ного сечения А. Объем воды выше пеболыпого отверстия, имеющег 
площадь S, будет Аъ. Изменение г как функции времени дается с по 
мощью дифференциального уравнения Adz = Qdt, где Q = C(ISV 
причем Cd — коэффициент расхода, а V дается формулой Торичелли 
V — У2gs. Формула Торичелли справедлива только , если можн 
пренебречь л о к а л ь н о й инерцией. 

Подставляя величину Q = CdS V^gz в приведенное выше д и : 

ференциальное уравнение и интегрируя , получаем время, необл 
димое для опустошения всего сосуда: 
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где z 0 — н а ч а л ь н а я глубина . Если бы величина S была велика , 
а А — мала , то д л я расчета Т пришлось бы учитывать л о к а л ь н у ю 
инерцию. 

Д р у г о й пример, упоминавшийся выше, — это изменение у р о в н я 
в водохранилище с площадью горизонтального сечения S (z) за счет 
изменения речного стока в водохранилище. Соответствующий расчет 
высоты плотины, числа турбин и пропускной способности водослива 
основан на следующем соотношении: 

QVyAt = ^ г ) А г + Q^At + Q8 (z) At + f (S) At 
Речной Изменение Сток во- Сток через Потери 
сток объема во- ды через водослив на испа-
сверху дохрани- турбины рение 

лища 

IV-5.2. Случаи, в которых пренебрегают конвективным ускоре­
нием или учитывают его приближенно. IV-5 .2 .1 . М е д л е н н о е 
д в и ж е н и е . Ч л е н локальной инерции пропорционален скорости 
V, т. е. это линейный член. В то же время члены конвективного уско­
рения — квадратичные: они пропорциональны V2 (или ж е и2, v2, 
w2, uv, uw, vw). Поэтому, за счет конвективного ускорения , общее 
уравнение движения нелинейно. 

Хорошо известно, что решение многих линейных систем диффе­
ренциальных уравнений не встречает математических затруднений. 
Однако решение нелинейных систем часто наталкивается на труд­
ности. Это г л а в н а я причина затруднений в механике жидкости. 
Поэтому важно знать , когда можно пренебречь квадратичными чле­
нами. 

Когда V стремится к н у л ю , квадратичный член, пропорциональ­
ный V2, стремится к н у л ю быстрее, чем линейный член, пропорцио­
нальный V (рис. IV-4). Поэтому на практике , когда V мало , величи­
ной V2 и конвективной инерцией пренебрегают по сравнению с дру­
гими членами, вырая ;ающими л о к а л ь н у ю инерцию и приложенные 
силы. Примерами таких движений я в л я ю т с я : 

периодические гравитационные волны (в теории 1-го приближе­
ния); 

поток в пористой среде, подчиняющийся линейному закону Д а р с и 
(такой тип движения определяется только балансом приложенных 
сил, так к а к л о к а л ь н ы м ускорением также пренебрегают); 

движение малой сферы в в я з к о й жидкости (формула Стокса) . 
IV-5.2.2. Р е ш е н и е с п о м о щ ь ю р я д а . Иногда учи­

тывают частичный эффект конвективного ускорения , используя 
приближенное решение в виде нескольких членов ряда . (Пример: 
теории гравитационных волн во 2-м, 3-м и т. д . , п р и б л и ж е н и я х , 
теория ламинарного пограничного слоя и др.) 

IV-5.2 .3 . Б е з в и х р е в о е д в и ж е н и е . Д р у г о й метод, по­
зволяющий учесть частичный эффект конвективного ускорения , 
основан на предположении отсутствия завихренности, когда фрик­
ционные эффекты пренебрежимо малы. Этот метод у ж е рассматри­
вался и будет рассмотрен подробнее в последующих г л а в а х . 
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IV-5.2.4. У п р о щ е н и е н е к о т о р ы х ч л е н о в . Иногда 
можно пренебречь лишь некоторыми членами конвективного ускоре­
н и я . В качестве примера возьмем случай двухмерного пограничного 
слоя на плоской пластине (рис. IV-5). Этот пример полезен д л я по­
нимания того, к а к математические упрощения могут вытекать из фи­
зических рассуждений. 

Допустим, что И велико по сравне­
нию с V, ДИ/ДХ велико по сравнению 

Рис. IV-5. Введение упрощающего допу­
щения в теории развития пограничного 

слоя. 

Рис. IV-6. Линеаризация. 
1 — диапазон применимости. 

с DV/ДХ и ДИ/ДХ мало по сравнению с ДИ/ДУ. Отсюда двухмерные 
компоненты конвективной инерции будут: 

(большаяхмалая) (малая Хбольшая) 
/ д и I 

(большая х очень 
малая) 

ди \ 

(малаяхмалая) 
ди . ди \ 

р(и -ьт + v W)-
Т а к к а к И DV/ДХ и V DV/DY пренебрежимо малы, то можно записать 

П Р ° С Т ° , ди ^ диЛ 

Аналогичная аппроксимация используется п р и анализе распро­
странения струи. 

IV-5.2 .5 . Л и н е а р и з а ц и я к в а д р а т и ч н ы х ч л е ­
н о в . Л и н е а р и з а ц и я квадратичных членов з аключается , например , 
в замене квадратичных членов У = AV2 или У = AtVdV линейными 
членами УХ = BV ( + const) или УГ = BtV или У% = B2dV, где В — 
средняя величина AV (рис. IV-6); Вх — средняя величина A^dV', 
В2 — средняя величина AtV. 

Этот метод применим, когда V или dV изменяются в небольших 
пределах; в противном случае величины В, BltB2 должны изменяться , 
и задача решается шагами. Расчет устойчивости уравнительного 
бассейна, изучение устойчивости ламинарного потока и движени~ 
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сферы в вязкой жидкости (теория Озеена) представляют собой не­
которые примеры случаев , когда указанный метод применим 

Теория Озеена я в л я е т с я попыткой улучшить теорию Стокса 
для потока вокруг сферы путем учета некоторых линеаризованных 
эффектов конвективной инерции. л 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

IV-1. Рассмотрите нестационарный двухмерный поток с компонентами 
скорости в точке х = 1, у = 1 в момент t = 0: и = 1 фут/с, v = 2 фут/с; 
и в момент t = 1 с: и = 2 фут/с, v = 3 фут/с. Далее, в момент t = 0 компо­
ненты скорости в точке х = 2, у — 1 таковы: и = 1,2 фут/с, v = 2,4 фут/с, 
а в точке х = 1, у = 2 имеем: и — 
= 1,1 фут/с, и = 1,8 фут/с. Рассчитайте г 
величину полного ускорения, считая изме­
нение скорости во времени и пространстве 
линейным. 

О т в е т : dV/dt = 1,72 фут/с 2. 
IV-2. Рассчитайте полную производ­

ную от температуры по времени для 
поезда, идущего на север со скоростью 
300 миль в сутки. Среднее за сутки про­
странственное изменение температуры 
равно —2° F на 1000 миль. Суточное из­
менение температуры в данном месте 
равно 4 sin {2nt/T)° F, где Т = 24 ч. 

О т в е т : 

l=L/2 

Рис. к упражнению IV-6. 

dT я nt 1 „_,, , 
^ T = = T C O S - 1 2 - - 4 0 F ' 4 С - в ч а с а х > -

IV-3. В случае акустической прогрессивной волны в трубе 

2л и = a sin —у- (х — Ct) Li 
рассчитайте отношение конвективной инерции к локальной. 

IV-4. Определите члены конвективной инерции, которыми можно пре­небречь в струе. 
IV-5. Приток в водохранилище определяется уравнением 

Q(t) фут=»/с = 10 000 [1,5— sin kt], 
где к = 2л/Т, а Т — период, равный 1 году. Горизонтальная площадь водо­
хранилища определяется уравнением 

А (г) = 10 00022. 

Порог водослива для паводкового расхода расположен на высоте z = 100 
футов и имеет пропускную способность 

Qs Фут3/с = с ; [2—юо] V2g(*—100), 

где коэффициент расхода С = 0,5, а длина водослива I = 100 футов. Расход 
через турбины постоянен и равен 7000 фут 3/с. 

Определите изменение уровня свободной поверхности в водохранилище 
как функцию времени и максимальный расход через водослив для каждого 
года, начиная с t = 0. Требуется найти также максимальный возможный расход 
через водослив. В момент t = 0 принять положение свободной поверхности на 
высоте г = 30 футов. 

IV-6. Рассмотрите периодические двухмерные колебания (сейши) в прямо-
Угольном бассейне длиной / и глубиной d, причем I ̂ > d. Период колебаний равен 
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мениД Уравнение свободной поверхности будет 

где 

h = d + а COS mx COS kt, 

Определите максимальныец 3 H = „ ^ ^ e ^ x М ^ У -
мов. Для вычислении надо привлечь неьоторые ^ P„ j w - ^ м а к ( Ш _ 
Определите выражения " л * величин. Дайте крите-

£ Г £ ^ Е Ж Г £ £ Г ^ — ™ п р е н е б р е г а т ь-
О т в е т : 

:fco при х = о, г и при z = d; 

1 ди 1 Ри-дТ max а 
ди d 

\р-дГ max 

IV-7. Покажите, что 
du _ ди 

ЧГ~~ dt 
+ 2(1*4 + * + ^ J • 

и найдите аналогичные выражения для -=-- и j - . 

IV-8. Выразите компоненты ускорения Л г , Л 9 , Л 2 в цилиндрической системе 

координат. 
О т в е т : 

. - f -y , 
dvb 

dr 

л dVz 4 -

Г У дд п г 

dVz_,Vb_ ди1_ 
дг + г 

dz 

ее -У,-
(?yz 

"ЬТ 

I V - 9 . Компоненты с к ^ . ^ с и р - Щ . 
стеме координат, т. е. ось ОХ напвавлена из W Щ № о р е н и я . В о втором 
а ось OY - перпендикулярно к ней. различны, направле-
случае, когда принимается.что т р а е к т о р и и л и н ^ Найдите также 

^ J T T ^ ^ ^ ^ ^ ( Д - Р а д и у с к р и в и з н ы т р а е К Т О р И И ) ' 
О т в е т : 

ои . \ - / . ZZ-A • -х—. 

G8 

Глава V 
П Р И Л О Ж Е Н Н Ы Е С И Л Ы 

V - 1 . ВНУТРЕННИЕ И ВНЕШНИЕ СИЛЫ 

П Р И РАССМОТРЕНИИ ИЗОЛИРОВАННОЙ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАССЫ ЖИДКОСТИ 
ПРИЛОЖЕННЫЕ СИЛЫ МОЖНО РАЗДЕЛИТЬ НА ВНУТРЕННИЕ И ВНЕШНИЕ. 

V - 1 . 1 . ВНУТРЕННИЕ СИЛЫ. ВНУТРЕННИЕ СИЛЫ ВОЗНИКАЮТ В Р Е З У Л Ь ­
ТАТЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ДРУГ С ДРУГОМ ВНУТРЕННИХ ТОЧЕК РАССМАТРИВАЕ­
МОЙ МАССЫ ЖИДКОСТИ. СОГЛАСНО ПРИНЦИПУ, ГЛАСЯЩЕМУ, ЧТО ДЕЙСТВИЕ 
РАВНО ПРОТИВОДЕЙСТВИЮ, ЭТИ ВНУТРЕННИЕ СИЛЫ ПОПАРНО УРАВНОВЕШИ­
ВАЮТ ДРУГ ДРУГА, И ИХ СУММА И ПОЛНЫЙ МОМЕНТ ВРАЩЕНИЯ В ТОЧНОСТИ 
РАВНЫ НУЛЮ (РИС. V - 1 ) . ОДНАКО В ГЛАВЕ X I I I 
МЫ УВИДИМ, ЧТО РАБОТА ВНУТРЕННИХ СИЛ НЕ 
РАВНА НУЛЮ, ХОТЯ ИХ СУММА И РАВНА НУЛЮ. 
П О ЭТОЙ ПРИЧИНЕ ВАЖНО УПОМЯНУТЬ ОБ ИХ 
СУЩЕСТВОВАНИИ. 

V - 1 . 2 . ВНЕШНИЕ СИЛЫ. С И Л Ы НА ГРАНИЦАХ 
РАССМАТРИВАЕМОЙ ЧАСТИЦЫ ЖИДКОСТИ, ТАК 
НАЗЫВАЕМЫЕ ПОВЕРХНОСТНЫЕ СИЛЫ, И СИЛЫ, 
ДЕЙСТВУЮЩИЕ НА ЕЕ МАССУ ВСЕГДА В ОДИНАКО­
ВОМ НАПРАВЛЕНИИ, ТАК НАЗЫВАЕМЫЕ МАССОВЫЕ „ . „ „ 

- ^ Рис. V-1. ДЕЙСТВИЕ РАВ­
НЯЙ ОБЪЕМНЫЕ СИЛЫ, НЕ УРАВНОВЕШИВАЮТ ДРУГ Н 0 ПРОТИВОДЕЙСТВИЮ; 
ДРУГА. О Н И ПРЕДСТАВЛЯЮТ СОБОЙ ВНЕШНИЕ ВНУТРЕННИЕ СИЛЫ ПОПАР-
СИЛЫ. НО УРАВНОВЕШИВАЮТСЯ. 

V - 1 . 2 . 1 . П О В Е Р Х Н О С Т Н Ы Е С И Л Ы . 
ПОВЕРХНОСТНЫЕ СИЛЫ ПОЯВЛЯЮТСЯ В РЕЗУЛЬТАТЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ, ОКА­
ЗЫВАЕМОГО НА ГРАНИЦЫ РАССМАТРИВАЕМОГО ОБЪЕМА ИЗВНЕ. О Н И СОЗДА­
ЮТСЯ МОЛЕКУЛЯРНЫМ ПРИТЯЖЕНИЕМ. С УДАЛЕНИЕМ ОТ ГРАНИЦЫ ОНИ 
ОЧЕНЬ БЫСТРО УМЕНЬШАЮТСЯ, И, ТАКИМ ОБРАЗОМ, ИХ ДЕЙСТВИЕ ОГРАНИ­
ЧЕНО ЧРЕЗВЫЧАЙНО ТОНКИМ СЛОЕМ, КОТОРЫЙ, НА ОСНОВАНИИ ДОПУЩЕНИЯ, 
ЧТО ЖИДКОСТЬ ЯВЛЯЕТСЯ СПЛОШНОЙ СРЕДОЙ, ПРАКТИЧЕСКИ МОЖНО СЧИ­
ТАТЬ БЕСКОНЕЧНО ТОНКИМ И СОВПАДАЮЩИМ С ПОВЕРХНОСТЬЮ ЧАСТИЦЫ 
ЖИДКОСТИ. 

Н А ПРАКТИКЕ ПОВЕРХНОСТНЫЕ СИЛЫ МОГУТ БЫТЬ: НОРМАЛЬНЫМИ, ОБ­
УСЛОВЛЕННЫМИ ДАВЛЕНИЕМ, И КАСАТЕЛЬНЫМИ, ОБУСЛОВЛЕННЫМИ В Я З ­
КОСТЬЮ. В Н У Т Р И ЧАСТИЦЫ СИЛЫ ЭТИХ ДВУХ ТИПОВ ТАКЖЕ СУЩЕСТВУЮТ, 
НО ТАМ ОНИ ПОПАРНО УРАВНОВЕШЕНЫ И В СУММЕ РАВНЫ НУЛЮ, КАК УЖЕ 
УКАЗЫВАЛОСЬ. РАБОТА ЭТИХ ВНУТРЕННИХ СИЛ НЕ РАВНА НУЛЮ. Н А П Р И ­
МЕР, ПОТЕРИ НАПОРА В ТРУБЕ ОБРАЗУЮТСЯ ЗА СЧЕТ РАБОТЫ СИЛ ВНУТРЕН­
НЕЙ ВЯЗКОСТИ. ЭТОТ ВОПРОС РАССМОТРЕН В ГЛАВЕ X I I I . 

V - 1 . 2 . 2 . М А С С О В Ы Е С И Л Ы . МАССОВЫЕ СИЛЫ СОЗДАЮТСЯ ВНЕШ­
НИМИ ПОЛЯМИ (НАПРИМЕР, ПОЛЕМ ТЯГОТЕНИЯ ИЛИ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ), 
К ° Т О Р Ы Е ДЕЙСТВУЮТ НА КАЖДЫЙ ЭЛЕМЕНТ РАССМАТРИВАЕМОГО ОБЪЕМА 
В ОПРЕДЕЛЕННОМ НАПРАВЛЕНИИ. П О ЭТОЙ ПРИЧИНЕ ИХ НАЗЫВАЮТ МАССО­
ВЫМИ, ИЛИ ОБЪЕМНЫМИ СИЛАМИ. З А ИСКЛЮЧЕНИЕМ НЕКОТОРЫХ РЕДКИХ 
С Л У Ч А Е В , НАПРИМЕР П Р И ИЗУЧЕНИИ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОГО МЕТАЛЛА В МАГ­
НИТНОМ НАСОСЕ, ОБЫКНОВЕННО РАССМАТРИВАЕТСЯ ТОЛЬКО СИЛА ТЯЖЕСТИ. 
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Эта г р а в и т а ц и о н н а я с и л а , как и з в е с т н о , обычно с ч и т а е т с я н а п р а в л е н ­
н о й в о д н у и т у ж е с т о р о н у ; т о л ь к о в н е к о т о р ы х г е о ф и з и ч е с к и х п р о ­
б л е м а х , н а п р и м е р п р и и з у ч е н и и о к е а н и ч е с к и х т е ч е н и й , о н а с ч и т а е т с я 
н а п р а в л е н н о й к ц е н т р у З е м л и р а д и а л ь н о . 

V - 1 . 3 . З а м е ч а н и я о в н е ш н и х и в н у т р е н н и х с и л а х . Р а з л и ч и е 
м е ж д у в н е ш н и м и и в н у т р е н н и м и с и л а м и о б н а р у ж и в а е т с я не т о л ь к о 
п р и р а с с м о т р е н и и э л е м е н т а р н о й частицы ж и д к о с т и . Н а п р и м е р , 
г и д р а в л и ч е с к и й п р ы ж о к , п о т е р и н а п о р а во в н е з а п н о р а с ш и р я ю щ е й с я 
т р у б е и у р а в н е н и е Б е р н у л л и в т р у б е м о г у т быть и з у ч е н ы и п р о д е ­
м о н с т р и р о в а н ы с п о м о щ ь ю у ч е т а р а з л и ч и я м е ж д у в н е ш н и м и и в н у т ­
р е н н и м и с и л а м и ( и л и р а б о т а м и э т и х с и л ) в о п р е д е л е н н о м о б ъ е м е 
ж и д к о с т и . Этот в о п р о с б у д е т р а з о б р а н в г л а в а х X I и X I I I . 

В качестве п р и л о ж е н н ы х в н е ш н и х с и л м о г у т р а с с м а т р и в а т ь с я 
и н е к о т о р ы е д р у г и е с и л ы , н а п р и м е р : 

к а п и л л я р н ы е с и л ы , о б у с л о в л е н н ы е р а з н о с т ь ю м о л е к у л я р н о г о 
п р и т я ж е н и я м е ж д у д в у м я с р е д а м и . Эти с и л ы о с о б е н н о в а ж н ы н а с в о ­
б о д н о й п о в е р х н о с т и п о т о к а в п о р и с т о й с р е д е ; 

и н е р ц и о н н а я с и л а , о б у с л о в л е н н а я у с к о р е н и е м К о р и о л и с а , в о з ­
н и к а ю щ и м з а счет в р а щ е н и я З е м л и . Эта с и л а и г р а е т с у щ е с т в е н н у ю 
р о л ь , к о г д а р а с с м а т р и в а ю т с я п р и л и в н ы е д в и ж е н и я , м о р с к и е тече­
н и я и в е т е р . 

В д а л ь н е й ш е м эти две с и л ы р а с с м а т р и в а т ь с я не б у д у т . 

V - 2 . Сила т я ж е с т и 

П о д о б н о с и л а м и н е р ц и и , о б ъ е м н ы е с и л ы п р о п о р ц и о н а л ь н ы м а с с е 
ж и д к о с т и и у с к о р е н и ю , с о з д а в а е м о м у в н е ш н и м п о л е м . П о э т о м у 
в с л у ч а е д е й с т в и я п о л я т я г о т е н и я о б ъ е м н а я с и л а н а е д и н и ц у о б ъ е м а 
п р о с т о р а в н а в е с у этой е д и н и ц ы о б ъ е м а : со = pg, где g — у с к о р е н и е 
с и л ы т я ж е с т и . 

Эта с и л а не з а в и с и т от д в и ж е н и я и о с т а е т с я о д н о й и той ж е и в с т а ­
т и к е , и в в я з к о м и л и т у р б у л е н т н о м д в и ж е н и и ; о н а р а в н а в е с у э л е ­
м е н т а р н о й ч а с т и ц ы ж и д к о с т и pg dx dy dz. 

В системе к о о р д и н а т OX, OY, OZ ( п о л о ж и т е л ь н а я в е р т и к а л ь н а я 
ось OZ н а п р а в л е н а вверх) с и л а т я ж е с т и в ы р а ж а е т с я в д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н о й ф о р м е с л е д у ю щ и м о б р а з о м . О б о з н а ч и м ч е р е з X, Y и Z 
три к о м п о н е н т ы силы т я ж е с т и в д о л ь о с е й OX, OY, OZ. О ч е в и д н о , 
что X = Y = 0 . 

Т а к и м о б р а з о м : 

Х = 0, 

У = 0, 

Z=-PG=-—R(PGZ), 

что дает в в е к т о р н о й ф о р м е — g r a d (pgz), п о с к о л ь к у 

X = -^(pgz) = 0 и Г = А ( р ^ ) = о . 

7(1 

В и н ж е н е р н о й п р а к т и к е с и л о й т я ж е с т и п р е н е б р е г а ю т п р и р а с ­
с м о т р е н и и д в и ж е н и я г а з а ( з а и с к л ю ч е н и е м м е т е о р о л о г и ч е с к и х в о ­
п р о с о в и л и р а с ч е т о в д ы м о х о д о в и в е н т и л я ц и о н н ы х у с т р о й с т в , г д е 
и г р а ю т р о л ь и з м е н е н и я с и л ы т я ж е с т и , о б у с л о в л е н н ы е к о л е б а н и я м и 
п л о т н о с т и ) . 

V - 3 . Силы д а в л е н и я 

Силы д а в л е н и я я в л я ю т с я р е з у л ь т а т о м д е й с т в и я н о р м а л ь н ы х к о м ­
п о н е н т м о л е к у л я р н ы х с и л в б л и з и г р а н и ц ы р а с с м а т р и в а е м о г о о б ъ е м а . 
В е л и ч и н а д а в л е н и я в д а н н о й точке п о л у ч а е т с я п у т е м д е л е н и я н о р ­
м а л ь н о й с и л ы , д е й с т в у ю щ е й н а б е с к о н е ч н о м а л у ю п л о щ а д ь , н а э т у 
п л о щ а д ь . 

Рис. V-2. Интенсивность давления не зависит от 
ориентации поверхности. 

V - 3 . 1 . В е л и ч и н а д а в л е н и я , сила д а в л е н и я и н а п р а в л е н и е д а в л е ­
н и я . В е л и ч и н а д а в л е н и я я в л я е т с я с к а л я р о м , а б с о л ю т н о н е з а в и с и м ы м 
от о р и е н т а ц и и п л о щ а д и , н а к о т о р у ю д а в л е н и е д е й с т в у е т . Это м о ж н о 
п р о д е м о н с т р и р о в а т ь , р а с с м а т р и в а я т р е у г о л ь н ы й д в у х м е р н ы й э л е ­
мент в н е п о д в и ж н о й ж и д к о с т и ( р и с . V - 2 ) . 

П о с к о л ь к у д в и ж е н и я н е т , с и л ы и н е р ц и и и силы в я з к о с т и р а в н ы 
н у л ю и о с т а ю т с я т о л ь к о с и л ы т я ж е с т и и д а в л е н и я . П р о е к ц и и э т и х 
с и л н а о с и ОХ и OY д а ю т р а в е н с т в а : 

РХ dy—р ds s i n а = 0 , 
j j DX DY 

pydx — pds c o s o. = pg — s - S . . 

Д е л а я п о д с т а н о в к у dy = ds sin a, dx = d s c o s а и п р е н е б р е г а я 
ч л е н о м p g dx dy/2, и м е ю щ и м в т о р о й п о р я д о к м а л о с т и , п о л у ч а е м р = 
= Pv. Р = Ру О т с ю д а р = рх -- ру. 

П о с к о л ь к у у г о л а п р о и з в о л е н , д а в л е н и е о д и н а к о в о во в с е х н а ­
п р а в л е н и я х . А н а л о г и ч н о е д о к а з а т е л ь с т в о м о ж н о п р и в е с т и и д л я 
т р е х м е р н о г о э л е м е н т а ж и д к о с т и . 

О д н а к о о ч е в и д н о , что г р а д и е н т д а в л е н и я ( к о т о р ы й я в л я е т с я в е к ­
тором) и з м е н я е т с я с н а п р а в л е н и е м . Т о ч н о так ж е о б у с л о в л е н н а я д а ­
в л е н и е м с и л а , д е й с т в у ю щ а я н а н е к о т о р у ю п л о щ а д ь (и я в л я ю щ а я с я 
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вендором), изменяет направление, поскольку его изменяет рассмат­
риваемая площадь. 

V-3.2. Изменение давления в пределах единицы объема. Рас­
смотрим элементарную частицу жидкости (dx dy dz) (рис. V-3). 

с G 

.Л ,/ 
р+ —dx дх р •*> 1 

j * — 

р+ —dx дх •*> 1 

j * — 

/ 
Н 

Рис. V-3. Давление, действующее на элементарный 
объем жидкости. 

Давление со стороны соседней внешней жидкости на грань ABCD равно 
р dy di. Давление на грань EFGH направлено в противоположную 

сторону и может быть записано 
в виде 

Отсюда разность давлений, 
действующих в противополож­
ные стороны: 

pdydz— (^р-г dx^j dy dz = 

= —^-dxdydz. дх 
Аналогично разность да-

влений в направлении осей 
OY и OZ будет—(<9p/<9i/) dx dy dz 
n-(dpldz) dx dy dz. Поэтому из­
менение давления в пределах 

единицы объема может быть задано тремя компонентами: 
— др/дх,—др/ду и —dpldz, или векторным выражением: — grad (р). 

V-3.3. Движение жидкости и градиент давления. Интересно отмс­
тить, что движение частицы жидкости зависит не от абсолютной 
величины р, а только от ее градиента. Рассмотрим движение в тун­
неле, показанное на рис. V-4. Движение зависит только от разно­
сти (перепада) уровней на верхнем и нижнем концах туннеля. Это 
свойство часто используется для изучения движения под действием 
давления на уменьшенных моделях. Однако, если давление падает 

Рис. V-4. Движение зависит не от аб­
солютной величины давления, а от его 

градиента. 
1 — линия давления 
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ниже некоторой критической величины, возникает кавитация. 
V-3.4. Давление и тяжесть. Полная сила, обусловленная силой 

давления и силой тяжести, на единицу объема будет 

grad р Н grad pgz = grad (р + pgz). 

Сумма этих двух линейных величин в гидростатике является кон­
стантой, поскольку р — рл = —pgz, где рА — постоянное внешнее 
давление (атмосферное). Это свойство также сохраняется в попереч­
ном сечении однородного потока в канале или трубе, или, в более 
общем смысле, в том случае, когда кривизной траекторий можно 
пренебречь или движение является очень медленным (см. Х-2.1.3). 
Отсюда сумму (р - f pgz) часто бывает удобно заменить единым членом 
р* = р -f- pgz, а так как р* = const, то dp*Jdz = О или grad р* = 
= 0. Ось OZ параллельна рассматриваемому поперечному сечению, 
т. е. на практике эта ось чаще всего вертикальна. Величина pl(pg) 
известна как напор давления, а величину p*/(pg) называют пьезомет­
рическим напором. 

В общем случае силы давления и тяжести образуют сумму, кото­
рая изменяется в пространстве, т. е. grad р* и его компоненты др*/дх, 
др*/ду, dp*/dz отличны от нуля. 

V-4. Силы вязкости 

V-4.1. Математическое выражение для сил вязкости. Касатель­
ные напряжения возникают за счет вязкости жидкости. Это свойство 
имеет своей причиной перенос молекулами своего количества движе­
ния. Сила трения принимается про­
порциональной коэффициенту вязко- с 
сти ц, и скорости угловой деформации у 
т = ц. dVldn. 

Рассмотрим двухмерный элемент 
жидкости (рис. V-5). Сила трения, 
действующая на его сторону А В 
длиной dx, равна idx = р (duldy)dx. х А 

Так как скорость в точке С равна 
и + (ди/ду) dy, то сила трения, Рис. V-5. Двухмерный элемент 
действующая на сторону CD равна жидкости, 

(T + ^dy)dx = li^(u + ^dy)dx = li^-dx + li^l-dydx. 

Эти две силы действуют в противоположных направлениях, так как 
если внешняя частица GHCD действует на сторону CD в направлении 
ОХ, то внешняя частица ABEF увлекается частицей ABCD в ту же 
сторону. Следовательно, частица ABEF действует на частицу ABCD 
в противоположном направлении. Поэтому разность этих сил трения 
будет 

дх , , д^и , , 
-^-dxdy = n^dxdy. 
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Поделив все на dx dy, получим силу трения на единицу площади: 
дт _ д*и_ 
ду ~^~dW 

В более общем случае трехмерной несжимаемой жидкости можно 
показать, что компоненты силы трения на единицу объема будут: 

( д*и , d*v . d*v \ 
vy-dxT+wr+Hirj^vy2"' 

f d*w d"~w d*w\ ' \ 

а в векторной форме будем иметь 
/ diy <?2V , <52V \ 2 V 

P l ^ 2 - + 7 7 2 - + l i 5 - j = HV 2V. 
V-4.2. Математическая характеристика уравнения движения. По­

скольку ц, считается константой, уравнение движения является диф­
ференциальным уравнением второго порядка из-за сил трения. В дей­
ствительности коэффициент вязкости зависит от температуры, кото­
рая в свою очередь зависит от силы трения; однако изменения темпе­
ратуры за счет трения слишком малы, чтобы заметно повлиять на 
движение путем изменения коэффициента вязкости. Впрочем, это не 
всегда так; в частности, когда внешний источник тепла создает очень 
резкий градиент температуры, как, например, в теплообменнике 
атомного реактора. В этом случае необходимо рассматривать ц. 
как переменную в пространстве. Вязкий член становится нелиней­
ным. 

V-4.3. Приближенные выражения для сил трения. С помощью 
физических рассуждений было показано, что эффектами сил трения 
иногда можно пренебрегать (глава I I , II-4.1.2). Из сказанного выше 
можно видеть, что пренебрегать силами трения можно тогда, когда 
вторая производная от скорости (y 2V) мала. За пределами погранич­
ного слоя это условие часто оправдывается, и движение жидкости 
здесь подобно движению идеальной жидкости. 

Иногда можно пренебречь только частью вязких фрикционных 
членов. Например, как было показано в II-5.2.4, в двухмерном лами­
нарном пограничном слое или в струе членами d2v/dx2 и d2vldy2 

можно пренебречь, если v мало по сравнению с и (см. рис. IV-5), 
а также можно пренебречь и величиной д2и/дх2, поскольку ди/дх 
мало. Тогда необходимо учитывать только член д2и/ду2 и соответст­
вующую ему силу трения ц д2и/ду2. 

V-5. Теоретическое рассмотрение поверхностных сил 

V-5.1. Общее выражение для поверхностных сил. Как мы видели, 
поверхностные силы состоят из силы давления и силы трения. Эти 
поверхностные силы можно вводить без учета их физической природы. 

Мы увидим, что такой способ выражения поверхностных сия очень 
удобен, так как пригоден для любого типа движения — вязкого 
или турбулентного, и для любой жидкости — сжимаемой или не­
сжимаемой. Однако, если физическая природа поверхностных сил 
учитывается, то они выражаются различным образом. 

V-5.2. Девять компонент внешних сил. Рассмотрим элементарную 
массу жидкости в форме куба, грани которого параллельны трем 
координатным осям OX, OY и OZ (рис. V-6). 

Поверхностные силы, действующие на каждую грань куба, пол­
ностью определяются тремя компонентами, параллельными трем 
координатным осям. Две из этих компонент представляют собой ка­
сательные напряжения, а третья — нормальное напряжение. 

Рис. V-6. Поверхностные силы. Обозначения. 

Поскольку куб имеет шесть граней, требуется рассмотреть 18 ком­
понент. Они обозначаются двумя индексами. Через о обозначены 
нормальные силы, а через т — касательные. Первые индексы х, 
у и z указывают ось, нормальную к рассматриваемой поверхности, 
а вторые индексы х, у и z указывают направление, в котором сила 
действует. 

Пары параллельных сил, действующие на две противоположные 
грани куба, действуют в противоположных направлениях, и их раз­
ность определится просто частными производными, взятыми в напра­
влении оси, перпендикулярной к двум рассматриваемым граням. 

Таким образом, внешние силы могут быть определены тензором 
второго ранга: 

®ХХ TYX ^ZX 
ТХУ °УУ ~ZY 
т 

LXZ 
TYZ OZZ 

Эти силы полностью приведены в табл. V-1. 
Теперь, складывая все силы, действующие на единицу объема 

в одном направлении, получим: 
в направлении ОХ дахх/дх + дхух/ду + dizxldz, 
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в направлении 0Y дт^у/дх + дОу^ду + дх Idz, 
В направлении 0Z dx^Jdx + dxyj'dy -f dojdz. 
V-5.3. Шесть компонент Ламе. Рассмотрим теперь момент вра­

щения частицы жидкости вокруг угловой точки, например вокруг 
точки А на рис. V-7. Полная сумма моментов вращения, вызванная 
действием касательных напряжений, равна 

х^У {dy dz) dx — Ху^ (dz dx) dy. 

Этот момент вращения равен массе, умноженной на квадрат ра­
диуса вращения {dRY и д1 

Чу на квадрат угловой ско-

•ху 
дх 

dx 

Рис. V-7. Момент вращения элементарного 
объема жидкости. 

тельный момент должен быть равен 
няется только если х^у = т^л-

Аналогично можно показать. 

рости СО'', т. е. величине 
р dx dy dz {dRf ш^. 

Поскольку dR беско­
нечно мал и имеет тот же 
порядок, что vi dx, dy VL dz, 
то величина (dR) 2 — вто­
рого порядка малости и 
скорость вращения стано­
вится бесконечной, что 
физически невозможно. 
Поэтому полный враща-

нулю. Это условие выпол-

что х„ '•У2 - '•zy И Т̂ г = -^zx- Отсюда 
девять компонент тензора внешней силы сводятся к шести так назы­
ваемым компонентам Ламе: 

•^хг 
^>^у ^У^ 

•^хг ^zz 

V-5.4. Величина компонент Ламе в некоторых частных случаях. 
V-5.4.1. В случае идеальной жидкости касательные напряжения 
равны нулю, а нормальные напряжения представляют собой просто 
силы давления: 

^хх = Оуу=^гг = Р, 

^ху — "^уг — '^хг = 0. 

V-5.4.2. Для вязкой несжимаемой жидкости можно показать, что 
нормальные силы (а) являются суммой силы давления и вязкой силы, 
пропорциональной коэффициенту линейной деформации: 

^хх=-Р + 2\1 
ди 
дх 

ду 
ду 

dw 
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К а с а т е л ь н ы е н а п р я ж е н и я т я в л я ю т с я ф у н к ц и я м и от к о э ф ф и ц и е н ­
тов у г л о в о й д е ф о р м а ц и и : 

( DW , DV \ / ДИ , DW \ I DV . DU \ 

ИУГ + И Г ) - т « = Н 1 Г + а г ) ' Т^ = ^Ы + ^)-
П о д с т а в л я я эти в е л и ч и н ы в с у м м у с и л , д е й с т в у ю щ и х в о д н о м и 

и т о м ж е н а п р а в л е н и и ( п р и э т о м , н а п р и м е р , д л я н а п р а в л е н и я ОХ 
п о л у ч и м дахх/дх + дтху/ду -f- dxx2ldz), л е г к о п о л у ч и т ь ф о р м у л ы , 
н а й д е н н ы е выше: 

DP . , 
~~DX~+V-\U и т - Д-

V - 5 . 4 . 3 . В с л у ч а е вязкой сжимаемой жидкости к а с а т е л ь н ы е 
н а п р я ж е н и я те ж е с а м ы е , что и в п р е д ы д у щ е м с л у ч а е , н о н о р м а л ь ­
н ы е с и л ы д о л ж н ы о п р е д е л я т ь с я с у ч е т о м и з м е н е н и я о б ъ е м а частицы 
ж и д к о с т и . М о ж н о п о к а з а т ь , что 

. , / ДИ , DV , DW \ , П DU 
oxx = -p^k{— +— + _ j + 2p — . 

Д л я ОУУ и а г г л е г к о п о л у ч а ю т с я д в а п о д о б н ы х с о о т н о ш е н и я . 
В е л и ч и н а л п р е д с т а в л я е т с о б о й в т о р о й к о э ф ф и ц и е н т в я з к о с т и д л я 
г а з а . И з к и н е т и ч е с к о й т е о р и и г а з о в с л е д у е т , что д л я о д н о а т о м н о г о 
г а з а ЗХ + 2 р = 0 . Н а п р а к т и к е это с о о т н о ш е н и е с ч и т а е т с я д о с т а т о ч н о 
точным д л я л ю б о г о г а з а . 

П о д с т а в л я я эти в е л и ч и н ы в с у м м у с и л , д е й с т в у ю щ и х в н а п р а в л е ­
н и и ОХ, п о л у ч и м : 

| ( ^ + i ^ + ^ ) = _ ^ + ^ 2 u + 0 j + , ) ^ ( d i v V ) . 

Т а к и е ж е в ы р а ж е н и я л е г к о н а х о д я т с я и д л я д в у х д р у г и х н а п р а ­
в л е н и й : OY и OZ. Эти т р и в ы р а ж е н и я м о ж н о з а п и с а т ь б о л е е к р а т к о 
в в е к т о р н о й ф о р м е : 

— g r a d p + ц y 2 V + (р-Ь k) g r a d d i v V. 

П о с к о л ь к у в н е с ж и м а е м о й ж и д к о с т и d i v V = 0 , то из д а н н о г о 
в ы р а ж е н и я с л е д у е т в ы р а ж е н и е , п р и в е д е н н о е в V - 5 . 4 . 2 . 

V - 5 . 5 . Д и с с и п а т и в н а я ф у н к ц и я . Э н е р г и ю , п р е о б р а з о в а н н у ю в т е ­
п л о в р е з у л ь т а т е и з м е н е н и я о б ъ е м а и л и в р е з у л ь т а т е т р е н и я , м о ж н о 
п о л у ч и т ь , с к л а д ы в а я р а б о т у , п р о и з в е д е н н у ю в с е м и в н е ш н и м и с и ­
л а м и . О н а р а в н а п р о и з в е д е н и ю в н е ш н и х с и л н а с м е щ е н и е (Vdt). 

Н а п р и м е р , в н а п р а в л е н и и ОХ р а б о т а , п р о и з в е д е н н а я с и л а м и 
д а в л е н и я , р а в н а 

р dy dz udt — ( р + - § 7 dx} dy dz [и 4- dx} dt, 

а р а б о т а в с е х с и л , д е й с т в у ю щ и х в н а п р а в л е н и и ОХ, б у д е т 

охх dy dz udt — (ахх + v— dx"} dy dz (^u - j - dx} dt 4-

+ Txu dy dz udt — [xxy -f- dx} dy dz yu -JR dx} dt 4-

-f тхг dy dz udt — (^xxz + " g j ? dx} dy dz (^u f - | j dx"} dt. 

Н а к о н е ц , п о д с т а в л я я з н а ч е н и я о* и т , н а х о д и м , что п о л н а я р а б о т а , 
п р е в р а щ а е м а я в т е п л о н а е д и н и ц у о б ъ е м а и з а е д и н и ц у в р е м е н и , 
д а е т с я так н а з ы в а е м о й д и с с и п а т и в н о й ф у н к ц и е й . Эта в е л и ч и н а 
я в л я е т с я ф у н к ц и е й от л и н е й н о й и у г л о в о й с к о р о с т е й д е ф о р м а ц и и : 

Ф = М ^ У > > ^ [ 2 ( ^ ) ' + 2 ( ^ ) Ч 2 ( ^ ) Ч 
. I DW_ . DV_\2 i ( Д И I du> у - /DV . ди 

\~DY~~T~~DT) ' i " ¥ " r DX ) ' \DX * DY J J " 

В н е с ж и м а е м о й ж и д к о с т и k ( d i v V ) 2 = 0 . Э т у ф у н к ц и ю м о ж н о 
и с п о л ь з о в а т ь , в ч а с т н о с т и , д л я расчета п о т е р ь н а п о р а в в я з к о м п о ­
т о к е в т р у б е , р а с ч е т а з а т у х а н и я г р а в и т а ц и о н н ы х в о л н и т. д . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

V-1. Покажите, что вязкие силы, действующие на элемент жидкости еди­
ничного объема, можно выразить через операцию вихря с помощью следующего 
выражения: 

и двух других выражений, получаемых перестановкой. 
О т в е т : 

-*(*-§)• 
V-2. Покажите, что в безвихревом потоке несжимаемой жидкости сумма 

вязких сил теоретически равна нулю. 
О т в е т : 

(I у 2 у = ц у2 grad ф = ц grad у 2 ф = 0 (для сплошной среды). 
V-3. Вычислите вязкую силу, действующую на кубический элемент воды 

объемом 10" 3 фут 3, и расположенный между У = 1/10 фута и У = 2/10 фута 
в двухмерном потоке, определяемом компонентами скорости: 

» - « Н ' $ ( * * | ) Г , 0, и> = 0. 

Рассчитайте величины а и т на каждой грани кубика и скорость диссипа­
ции энергии в кубике (v = 1,076-10"5 фут 2/с). 

V-4. Выразите uy 2V в цилиндрических координатах.1 

О т в е т : направление г — 

F' [ Г DR V СГ } г* С02 "+" DZN- ~Г* г2 DQ J ' 
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направление 9 — 

f 1 д ( dvt \ 1 дЪщ . дЪ>9 vt . 2 fty-j, 
f L Г 3)" V dr } "Г" Г2 562 "Г* flz2 ~ г2 "Г ,-2 50 J ' 

направление z — 
r i а / ay, \ 1 й2„ г- | 

Н L Г 0Г V <Эг 7 ^ Г2 592 "I" dz"- J • 
V-5. Выразите напряжения а и т в цилиндрической системе координат для 

несжимаемой жидкости. 
О т в е т : 
, 'А> „ Г 1 5y e . vr ~| п да, Г Д / VH \ . \ а „ = 2 и _ , а е е = 2 ц [ 7 - ^ - + - ^ | , о» =2»-^. т г в = р. |_г — (-JL) -|j 

J _ I * > 1 т _ , , f ^ 4 - ^ 1 т - . . Г 4 - 1 * * 1 

Глава VI 

У Р А В Н Е Н И Я Э Й Л Е Р А . У Р А В Н Е Н И Я Н А В Ь Е - С Т О К С А . 
У С Т О Й Ч И В О С Т Ь Л А М И Н А Р Н О Г О П О Т О К А 

V I - 1 . О с н о в н ы е ф о р м ы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й д в и ж е н и я 

У р а в н е н и е д в и ж е н и я п о л у ч а е т с я в р е з у л ь т а т е п р и р а в н и в а н и я 
с и л , п р и л о ж е н н ы х к е д и н и ц е о б ъ е м а ж и д к о с т и , с и л а м и н е р ц и и . 
Ф и з и ч е с к и й с м ы с л и м а т е м а т и ч е с к и е в ы р а ж е н и я э т и х с и л были п р и ­
в е д е н ы в г л а в а х IV и V . 

В з а в и с и м о с т и от р а з л и ч н ы х а п п р о к с и м а ц и й и з у ч а е м ы х я в л е н и й 
о к а з ы в а е т с я у д о б н ы м и с п о л ь з о в а т ь у р а в н е н и я д в и ж е н и я , з а п и с а н ­
ные в р а з л и ч н ы х ф о р м а х . Эти р а з л и ч н ы е ф о р м ы и б у д у т р а с с м о т р е н ы 
в н а с т о я щ е й г л а в е . 

V I - 1 . 1 . И д е а л ь н а я ж и д к о с т ь . V I - 1 . 1 . 1 . У р а в н е н и е Э й ­
л е р а . П е р в о е г л а в н о е п р и б л и ж е н и е з а к л ю ч а е т с я в п р е д п о л о ж е ­
н и и , что ж и д к о с т ь — и д е а л ь н а я . В этом с л у ч а е с и л ы т р е н и я равны 
н у л ю , и п р и л о ж е н н ы е с и л ы с о с т о я т т о л ь к о из с и л т я ж е с т и и д а в л е ­
н и я . У р а в н е н и е д в и ж е н и я п о л у ч а е т с я н е п о с р е д с т в е н н о из в ы р а ж е ­
н и й , п р и в е д е н н ы х в г л а в а х IV и V , в к о о р д и н а т н о й системе ОХ, 
OY, OZ, где о с ь OZ с ч и т а е м в е р т и к а л ь н о й . 

Н а п о м н и м , что р* = р + pgz. 

Силы инер- Силы давления и 
ции на еди- тяжести на единицу 
ницу объема объема жидкости 
(см. IV-l.i) (см. V-3.4) 

DU ДР* 
P~dT = ЫГ' 

DV ДР* P~DT = ДУ~' DW ДР* РТ~ = dz~' 80 

и л и в в е к т о р н о й ф о р м е : 

p - ^ + g r a d р* = 0. 

Р а с к р ы в а я в ы р а ж е н и я ^ и р*, м о ж н о з а п и с а т ь у р а в н е н и е д в и ­

ж е н и я д л я о с и ОХ ( см . I V - 4 . 1 ) : 

Силы инерции Приложенные силы 

локальная конвективная давление тяжесть 

I ди , ди , ди , ди \ д . , . 

Д в а а н а л о г и ч н ы х у р а в н е н и я м о ж н о з а п и с а т ь и д л я о с е й OY и OZ. 
Т а к а я система у р а в н е н и й с о в м е с т н о с у р а в н е н и е м н е р а з р ы в н о с т и 

(см. Ш - 2 . 2 . 2 . ) 

ДИ . dv . dw Q 

дх ' ду dz 
л е ж и т в основе б о л ь ш и н с т в а г и д р о д и н а м и ч е с к и х и с с л е д о в а н и й 
идеальной н е с ж и м а е м о й ж и д к о с т и . С м а т е м а т и ч е с к о й т о ч к и з р е н и я 
эти у р а в н е н и я я в л я ю т с я у р а в н е н и я м и п е р в о г о п о р я д к а , но о н и 
нелинейны (точнее , квадратичны) и з - з а ч л е н о в к о н в е к т и в н о й и н е р ­
ции. Эти квадратичные ч л е н ы я в л я ю т с я п р и ч и н о й р я д а т р у д н о с т е й , 
с которыми с т а л к и в а ю т с я в г и д р а в л и к е . 

V I - 1 . 1 . 2 . У р а в н е н и я Л а г р а н ж а . У р а в н е н и е д в и ж е н и я 
в л а г р а н ж е в о й системе к о о р д и н а т у п о т р е б л я е т с я , в ч а с т н о с т и , п р и 
решении з а д а ч , с в я з а н н ы х с п е р и о д и ч е с к и м и г р а в и т а ц и о н н ы м и в о л ­
нами. П о э т о м у это у р а в н е н и е д а е т с я з д е с ь т о л ь к о д л я т о г о , чтобы 
читатель смог р а с п о з н а т ь е г о п р и о з н а к о м л е н и и с л и т е р а т у р о й п о 
данному в о п р о с у . Е г о п о д р о б н о е р а с с м о т р е н и е в ы х о д и т з а р а м к и 
этой книги. 

Силы т р е н и я не у ч и т ы в а ю т с я . П о э т о м у у р а в н е н и я Л а г р а н ж а м о ­
гут быть п о л у ч е н ы и з д а н н о й выше системы у р а в н е н и й Э й л е р а п у т е м 
классических о п е р а ц и й : 

t t i 
х — х0 — I udt, y — y0 = jvdt, z — z0=\wdt, 

to t0 t0 

где x0, yQi Z o — н а ч а л ь н ы е к о о р д и н а т ы р а с с м а т р и в а е м о й частицы 
* е ^ а н н ы и момент to, а х, у, z — к о о р д и н а т ы т о й ж е частицы в мо-

Е с л и о б о з н а ч и т ь к о м п о н е н т ы о б ъ е м н ы х и л и м а с с о в ы х с и л , т. е. 
компоненты с и л ы т я ж е с т и , ч е р е з X, Y, Z, то у р а в н е н и е в ф о р м е 
л а г р а н ж а д л я оси ОХ з а п и ш е т с я в виде 

± ! P - ^ ( Y д*х\ dx i diy\ dy f дЪ\ dz 

n v T e ' B a а н а л о г и ч н ы х у р а в н е н и я д а ю т в ы р а ж е н и я д л я др/дуо и dp/dz0 

угем п е р е с т а н о в к и в е л и ч и н х0, у0 и z0. 
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V I - 1 . 2 . В я з к а я ж и д к о с т ь и у р а в н е н и я Н а в ь е — С т о к с а . V I - 1 . 2 . 1 . 

Е с л и в у р а в н е н и я Э й л е р а в в е с т и с и л ы т р е н и я , т о м ы п о л у ч и м т а к 

н а з ы в а е м ы е у р а в н е н и я Н а в ь е — С т о к с а ( с м . V - 4 . 1 ) . В в и д у в а ж н о с т и 

э т и х у р а в н е н и й в ы п и ш е м и х в п о л н о й ф о р м е д л я т р е х к о о р д и н а т н ы х 

о с е й : 

Силы инерции 

локальная конвективная 

Приложенные силы 

давление тяжесть трение 

dp I д*и д"-и . д*и \ 
~дх~ ' V дх2 ' ду2 ' dz"- ) ' 
dp . / fry . 6*v . d*v \ 
~~ду~ *~ \ dxi ' ~~ду~2 dz* ) ' 

д(р-\- pgz) . I c^w . d^w . d-w \ 

У р а в н е н и я Н а в ь е — С т о к с а л е ж а т в о с н о в е б о л ь ш е й ч а с т и п р о ­

б л е м м е х а н и к и н е с ж и м а е м о й ж и д к о с т и . Э т о д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в ­

н е н и я в т о р о г о п о р я д к а ( и з - з а ф р и к ц и о н н ы х ч л е н о в ) и к в а д р а т и ч е 

с к и е ( и з - з а к о н в е к т и в н ы х и н е р ц и о н н ы х ч л е н о в ) . 

V I - 1 . 2 . 2 . Т е н з о р н ы е о б о з н а ч е н и я . У р а в н е н и 

Н а в ь е — С т о к с а м о ж н о з а п и с а т ь в о ч е н ь к о м п а к т н о й ф о р м е с п о 

м о щ ь ю т е н з о р н ы х о б о з н а ч е н и й . Т е н з о р н а я с и с т е м а о б о з н а ч е н и 

о ч е н ь ч а с т о и с п о л ь з у е т с я и м е н н о и з - з а с в о е й к р а т к о с т и . З н а н и е т е н ­

з о р н о г о и с ч и с л е н и я в о в с е н е о б я з а т е л ь н о д л я т о г о , ч т о б ы у я с н и т ь 

с и с т е м у о б о з н а ч е н и й , к о т о р а я д а е т с я з д е с ь в к а ч е с т в е с р е д с т в а , 

п о м о г а ю щ е г о р а б о т е с л и т е р а т у р о й п о р а с с м а т р и в а е м ы м в о п р о с а м . 

И с п о л ь з у ю т с я д в а и н д е к с а , i и к о т о р ы е п о к а з ы в а ю т , к о г д а 

о п е р а ц и ю с л е д у е т с и с т е м а т и ч е с к и п о в т о р я т ь и к а к а я к о м п о н е н т а , 

в е к т о р н о й в е л и ч и н ы ( н а п р и м е р , с к о р о с т и V ) р а с с м а т р и в а е т с я . Е с л и 

и н д е к с в ч л е н е п о в т о р я е т с я , э т о з н а ч и т , ч т о р а с с м а т р и в а е м а я в е л и ­

ч и н а с у м м и р у е т с я п о в с е м в о з м о ж н ы м к о м п о н е н т а м . Н а п р и м е р , 

у р а в н е н и е н е р а з р ы в н о с т и duldx + dvldy + dwldz = 0 в т е н з о р н о " 

ф о р м е з а п и ш е т с я : duildxi = 0 , п о с к о л ь к у и н д е к с « £ » у к а з ы в а е т , ч т 

в е л и ч и н а ( з д е с ь V ) д о л ж н а б ы т ь п р о с у м м и р о в а н а п о т р е м к о м п о н е н 

т а м : OX, OY и OZ. 
Т р и п р и в е д е н н ы е в ы ш е у р а в н е н и я Н а в ь е — С т о к с а м о ж н о з а п и 

с а т ь п р о с т о в в и д е 

n 1^-4 „ й ц ' 1 • ШР + РК') DIM 
V L dt r i dij J ~ ~ dx-, •* dxj dxj • 

З д е с ь и н д е к с « г » п р е д с т а в л я е т с о б о й т а к н а з ы в а е м ы й « с в о б о д н 

и н д е к с » , к о т о р ы й у к а з ы в а е т р а с с м а т р и в а е м у ю к о м п о н е н т у , а и н д е 

« / ' » — т а к н а з ы в а е м ы й « н е м о й и н д е к с » , к о т о р ы й у к а з ы в а е т п о в т о р я 

м у ю о п е р а ц и ю . 

V I - 1 . 2 . 3 . Э т и у р а в н е н и я Н а в ь е — С т о к с а ч а с т о з а п и с ы в а ю т т а к ж 

в и н о й ф о р м е , п о з в о л я ю щ е й п о д ч е р к н у т ь р о л ь в и х р е в о й к о м п о н е н т 
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д в и ж е н и я . Д л я э т о г о д о с т а т о ч н о и с п о л ь з о в а т ь д л я с и л ы и н е р ц и и 

в ы р а ж е н и е , п р и в е д е н н о е в г л а в е I V , о т к у д а п о л у ч а е м ( с м . I V - 4 3 ® 

Силы инерции 
локаль­
ная конвективная 

вызванная вызванная 
изменением завихрен-
кинетической ностью 
энергии 

Приложенные силы 

давле­
ние тя­

жесть трение 

Г ди . 

Г ди , 

Г dw 

д V2 
дх ~Г 

д F 2 

~ду~~Т 
, _д_ V* 

dt "т" dz 2 

+ 2 ( W r ) - r £ ) ] = 

+ 2 ( и £ - ц > £ ) ] = 

+ 2 ( ^ - « м ) ] = • 

dx 
d(p + pgz) 

ду 
Д ( Р +Pgz) 

dz + p v 2 u ; -

V I - 1 . 2 . 4 . В е к т о р н ы е о б о з н а ч е н и я . Э т и т р и у о а в 

н е н и я л е г к о з а п и с ы в а ю т с я б о л е е к о м п а к т н о в в е к т о р н о й ф о р м е ! 

Силы инерции 

локальная конвективная 
вызванная 
изменением 
кинетической 
энергии 

вызванная 
завихрен­
ностью 

Приложенные 
силы 

давле­
ние трение 

- 5 - + g r a d — + ( r o t V ) x V ) = - g r a d (p +pgz)+^\, 

а э т о у р а в н е н и е п р е о б р а з о в ы в а е т с я в 

/ У 2 N дХ 
g r a d ( р ——\~р+ pgz) = - р — — p ( r o t V ) x V + p y 2 V . 

В с л у ч а е с т а ц и о н а р н о г о (d\ldt = 0 ) б е з в и х р е в о г о п о т о к а ( r o t V = 

= 0 ) и д е а л ь н о й ж и д к о с т и ( р = 0 ) п о л у ч е н н о е у р а в н е н и е д а е т с р а з у 

и л и 

g r a d ( p - £ - + p - f - p £ Z ) = o , 

V2 
P ~ + P + Pgz = c o n s t , 

ч т о п р е д с т а в л я е т с о б о й х о р о ш о и з в е с т н о е у р а в н е н и е Б е р н у л л и , 

к о т о р о е б у д е т р а с с м о т р е н о в р а з в е р н у т о м в и д е в г л а в е X . 

V I - 1 . 2 . 5 . С л у ч а й с ж и м а е м о й ж и д к о с т и . В с л у ч а е 

C j w i м а е м о й ж и д к о с т и н а д о у ч и т ы в а т ь и з м е н е н и е о б ъ е м а ч а с т и ц ы . 

С р а в н е н и е д в и ж е н и я в д о л ь о с и ОХ д л я т а к о й ж и д к о с т и д а е т с я з д е с ь 
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без дальнейшего обсуждения, просто для ознакомления, которое 
может оказаться полезным при работе с литературой: 

Инер­
ция 

du 

Давле­
ние 

д( р -

Тя­
жесть 

Трение Изменение объема 

дх 
Полное векторное уравнение будет: 

У2 g r a d ( p ^ + j > 4 - p £ z - ( M - u ) d i v V ) = - P 4 f - p ( r o t V ) x V - 1 u V

2 V . 

VI-1.3. Общая форма уравнения движения. Выше было показано, 
что приложенные силы могут быть выражены независимо от их физи­
ческой природы с помощью тензора второго ранга: 

"ху 
У У 

tz lyz u zz 
Основное преимущество такого способа обозначений заключаете 

в том, что он пригоден для любого типа жидкости — идеальной ил 
реальной, и для любого типа движения — ламинарного или турбу 
лентного. В дальнейшем будет показано, что если действительны 
значения и, v, w и р в уравнениях движения заменить осредненным 
значениями и, v, w и р в турбулентном потоке, то поверхностны 
силы а н т включат в себя дополнительные силы, обусловленны 
турбулентными пульсациями (см. VII-5.3). 

Таким образом, выгода от использования обозначений п и т со' 
стоит в возможности выразить уравнения движения в общей форм 
не зависящей от природы потока. 

Приравнивая силы инерции приложенным силам, выраженн 
так, как показано в главе V, получаем: 

Приложенные силы Силы 
инерции 

объем­
ные поверхностные 

du 
It 
dv_ 
'dt 
dw 

1Г 

Y-\- ( dXxy 

dv ХУ dxx 

do У У 

dz 
dru 

dx 
Гхг 

dy 
dtyz 

dz 
dazz 

dx dy dz 

• ) • 

• ) • 

) • 
На практике, если ось OZ направлена вертикально вверх, то X 

= 0 , Y = 0, Z = -pg = -{д/dz) (pgz). 

VI-2. Сводка наиболее употребительных аппроксимаций 

Таблицы VI-1 и VI-2 еще раз напоминают физический смы 
различных членов и возможные аппроксимации. 

Возможны различные комбинации аппроксимаций, и в соотве 
ствии с этим в гидравлике могут встречаться все случа: 
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отставленные в таблицах. Очень часто оказывается достаточным 
енебречь силой тяжести (grad pgz) и рассматривать плотность 
как функцию от р, чтобы получить основные уравнения, описы­

вающие движение газов, пока дивергенция от V остается малой. 
Можно заметить, что на практике фрикционный член р y 2 Vчасто 

упрощают на основании эмпирических соображений с тем, чтобы 
потучить возможность исследовать более сложные явления — такие 
к а к поток через пористую среду (К V) или турбулентный поток 
(А* V 2)- Эти два подхода рассмотрены в главах VIII и IX. 

VI-2.1. Пример точного решения уравнений Навье — Стокса. 
VI-2.1.1- Т р у д н о с т и и н т е г р и р о в а н и я . Можно пола­
гать, что общего решения системы дифференциальных уравнений, 
образуемой уравнениями неразрывности и движения, не существует. 
Однако некоторые точные реше­
ния можно получить, если гра­
ничные условия достаточно про­
сты, причем даже при сохране­
нии квадратичного члена кон­
вективной инерции (т. е. в слу­
чае неоднородного потока). 
Примерами могут служить: по­
ток между параллельными 
пластинами (поток Куэтта, по­
ток Пуазейля), поток, обуслов­
ленный вращающимся диском, 
и т. д. 

VI-2.1.2. П о т о к н а н а ­
к л о н н о й п л о с к о с т и . В ка­
честве примера здесь дан очень простой случай двухмерного стацио­
нарного однородного потока на наклонной плоскости неограничен­
ных размеров (рис. VI-1). Приведенные в VI-1.2.1 уравнения Навье— 
Стокса можно упростить следующим образом. Поскольку движение 
стационарно, то du/dt = 0 и dv/dt = 0. Поскольку движение двух­
мерное, то w = 0, duldz — 0, d2u/dz2 = 0 и т. д. Поскольку движе­
ние однородное и параллельное оси ОХ, то v — 0, dv/дх = 0, dv/ду = 
= 0, ругу = о и т. д.; ди/дх = 0, д2и/дх2 = 0, др/дх = 0 и т. д. 

Компоненты силы тяжести будут X = pg sin а и Y = —pg cos а . 
Уравнение неразрывности сводится к ди/дх = 0, поскольку v — 0, 
и является следствием того факта, что поток однороден. Уравнения 
Навье — Стокса сводятся к выражениям: 

Рис. VT-1. Ламинарный поток на на­
клонной пластине. 

pg sin а • ) = 0 , 

0 = др_ 
— pg cos а. 

Второе из этих выражений показывает, что давление подчиняется 
Простатическому закону: р + pgy cos а == const. Константа, 
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•СТОЯЩАЯ СПРАВА, МОЖЕТ БЫТЬ, НАПРИМЕР, АТМОСФЕРНЫМ ДАВЛЕНИЕМ р 
ТАК ЧТО Р=РА — РЁУ COS А . 

ОТСЮДА ДАВЛЕНИЕ ПОСТОЯННО ВДОЛЬ ЛИНИЙ, ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ОСИ ОХ 
И РАВНО АТМОСФЕРНОМУ НА СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ. 

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ТАКОВЫ: и = 0 П Р И у = —d, Т. Е. НА ПЛО­
СКОСТИ, И duldy = 0 П Р И у = 0 , Т. Е. НА СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ. 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЯ 

Д1И 
ДУГ 

Р £ 
SIN А 

•С УЧЕТОМ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИИ ДАЕТ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО 

ди g SIN а 
~ду ~ ~ V У 

Я sin а 
2v 

ЧТО ЯВЛЯЕТСЯ УРАВНЕНИЕМ ПАРАБОЛЫ. 
РАСХОД НА ЕДИНИЦУ ШИРИНЫ БУДЕТ 

Я sin а 
3v 

d 3 . 

Е С Л И ПЛОСКОСТЬ ВЕРТИКАЛЬНА, ТО а = Я / 2 И </ = gd2/Sv. 
П О Т Е Р И ЭНЕРГИИ НА ЕДИНИЦУ ДЛИНЫ МОЖНО ВЫРАЗИТЬ С ПОМОЩЬЮ 

ДИССИПАТИВНОЙ ФУНКЦИИ Ф , КОТОРАЯ В ЭТОМ СЛУЧАЕ ПРОСТО РАВНА 
Р, (ди/ду)2. ТАКИМ ОБРАЗОМ, ПОТЕРЯ ЭНЕРГИИ РАВНА 

D D 
Г ^ J Г I ДИ У , (PGSINA)2#> 
) Ф ^ = И ] ( w ) dy = ^ . . 

о о 
ЭТУ ВЕЛИЧИНУ МОЖНО ПОЛУЧИТЬ И НЕПОСРЕДСТВЕННО, РАССМАТРИВАЯ 

РАБОТУ, ПРОИЗВОДИМУЮ СИЛОЙ ТРЕНИЯ Ff. 

D D D 
0 0 0 

V I - 2 . 1 . 3 . П О Л У Ч Е Н И Е Ч И С Л Е Н Н Ы Х Р Е Ш Е Н И Й У Р а Я 
В Н Е Н И Й Н А В Ь Е — С Т О К С А . БЛАГОДАРЯ РАЗВИТИЮ ЭЛЕКТРОННО-
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКИ ПОЯВИЛАСЬ ВОЗМОЖНОСТЬ ПОЛУЧАТЬ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЙ Н А В Ь Е — СТОКСА НЕПОСРЕДСТВЕННО С ПОМОЩЬЮ КОНЕЧНЫХ 
РАЗНОСТЕЙ. ЭТО ПОЗВОЛЯЕТ ИЗУЧАТЬ СЛОЖНЫЕ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
БЕЗ ОБЫЧНЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ. 

СРЕДИ МНОГИХ ВОЗМОЖНЫХ МЕТОДОВ, РАЗВИТЫХ С ЭТОЙ ЦЕЛЬЮ, ЕЛЕ 
ДУЕТ УКАЗАТЬ МЕТОД M A C (MARKERS AND CELLS — «МАРКЕРЫ И ЯЧЕЙКИ» 
ДЛЯ ДВУХМЕРНОГО ОСЕСИММЕТРИЧНОГО ДВИЖЕНИЯ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОЕ 
И МЕТОД P I C (PARTICLE IN CELL — «ЧАСТИЦА В ЯЧЕЙКЕ») ДЛЯ ДВУХМЕРНО 
ДВИЖЕНИЯ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ. 
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КОРОТКО ГОВОРЯ, СУЩНОСТЬ ЭТИХ МЕТОДОВ СОСТОИТ В ТОМ, ЧТО ЗАВИ­
СЯЩЕЕ ОТ ВРЕМЕНИ ДВИЖЕНИЕ ПОТОКА РАССЧИТЫВАЕТСЯ ЧЕРЕЗ ПОСЛЕДОВА-

ЕЛЬНЫЕ ИНТЕРВАЛЫ ВРЕМЕНИ П Р И ЗАДАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
И ПРИ ИЗВЕСТНОМ ДВИЖЕНИИ В НАЧАЛЬНЫЙ МОМЕНТ t = 0 . ПРОСТРАНСТ­
ВЕННЫЕ ШАГИ ОБРАЗУЮТ СЕТКУ ИЗ КВАДРАТНЫХ ЯЧЕЕК. РАССМАТРИВАЯ 
ОДНУ ИЛИ ДВЕ ЧАСТИЦЫ В ЦЕНТРЕ КАЖДОГО КВАДРАТИКА В МОМЕНТ t = О , 
ЛОЖНО ЗАТЕМ РАССЧИТАТЬ ТРАЕКТОРИИ ЭТИХ ЧАСТИЦ ЧЕРЕЗ ПОСЛЕДОВА­
ТЕЛЬНЫЕ ИНТЕРВАЛЫ ВРЕМЕНИ. РЕЗУЛЬТАТ В ВИДЕ РИСУНКА ПРЯМО ПЕЧА­
ТАЕТСЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАШИНОЙ И ДАЕТ ЛАГРАНЖЕВО ИЗОБРАЖЕНИЕ 
ХАРАКТЕРА ПОТОКА КАК ФУНКЦИИ ВРЕМЕНИ. МОЖНО ПОЛУЧАТЬ И ПЕЧАТАТЬ 
ПОЛЕ ВЕКТОРОВ СКОРОСТИ И РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ В ВИДЕ ИЗОБАР. 

НЕТРУДНО ПОНЯТЬ, ЧТО ЭТОТ МЕТОД ЯВЛЯЕТСЯ ЧРЕЗВЫЧАЙНО ПЛОДОТ­
ВОРНЫМ, ЧТО ВИДНО ИЗ РИС. V I - 2 , НА КОТОРОМ ИЗОБРАЖЕНО ПОВЕДЕНИЕ 
ПОТОКА, ОБРАЗУЮЩЕГОСЯ П Р И ВНЕЗАПНОЙ ЛИКВИДАЦИИ ПРЕГРАДЫ, У Д Е Р ­
ЖИВАЮЩЕЙ СТЕНУ ВОДЫ (ЗАДАЧА О РАЗРУШЕНИИ ПЛОТИНЫ), И НАТЫКА­
ЮЩЕГОСЯ ЗАТЕМ НА ПРЕПЯТСТВИЕ, ОДНАКО, КАК И ЛЮБОЙ ЧИСЛЕННЫЙ 
МЕТОД, ОН ИМЕЕТ СВОИ ГРАНИЦЫ ПРИМЕНИМОСТИ. ТОЧНОСТЬ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ОГРАНИЧИВАЕТСЯ БЫСТРО НАРАСТАЮЩИМИ ОШИБКАМИ, ВОЗНИКАЮЩИМИ 
ПРИ ЗАМЕНЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ЧЛЕНОВ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫМИ. СЮДА 
ОТНОСЯТСЯ ОШИБКИ ВСЛЕДСТВИЕ ОТБРАСЫВАНИЯ ПОСЛЕДНИХ ЧЛЕНОВ, 
А К НИМ ДОБАВЛЯЮТСЯ ОШИБКИ ОКРУГЛЕНИЯ, КАК БУДЕТ ПОКАЗАНО В ДАЛЬ­
НЕЙШЕМ В X V - 4 . 3 . 

ЛЮБЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ТРЕБУЮТ ТАКЖЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО АНАЛИЗА 
УСТОЙЧИВОСТИ, С ТЕМ, ЧТОБЫ НАКАПЛИВАЮЩАЯСЯ ОШИБКА НЕ ПРЕВЫСИЛА 
ДОПУСТИМОЙ ВЕЛИЧИНЫ. УКАЗАННЫЙ МЕТОД ЯВЛЯЕТСЯ ДОВОЛЬНО ДОРОГО­
СТОЯЩИМ ИЗ-ЗА РАСХОДА МАШИННОГО ВРЕМЕНИ. Т Е М НЕ МЕНЕЕ, СЛЕДУЕТ 
ОЖИДАТЬ, ЧТО МЕТОДЫ ТАКОГО РОДА БУДУТ НАХОДИТЬ ВСЕ БОЛЕЕ ШИРОКОЕ 
ПРИМЕНЕНИЕ, ПОЗВОЛЯЯ РЕШАТЬ ЗАДАЧИ ВСЕ ВОЗРАСТАЮЩЕЙ СЛОЖНОСТИ. 

V I - 3 . УСТОЙЧИВОСТЬ ЛАМИНАРНОГО ПОТОКА 

V I - 3 . 1 . ЕСТЕСТВЕННАЯ ТЕНДЕНЦИЯ ПОТОКА ЖИДКОСТИ К НЕУСТОЙЧИ­
ВОСТИ. РАССМОТРИМ ДВА СЛОЯ ЖИДКОСТИ, ДВИЖУЩИХСЯ С РАЗНЫМИ 
СКОРОСТЯМИ ЗА СЧЕТ ДЕЙСТВИЯ ТРЕНИЯ (РИС. V I - 3 ) . Е С Л И ПО КАКОЙ-ЛИБО 
ПРИЧИНЕ МЕЖДУ ЭТИМИ ДВУМЯ СЛОЯМИ СУЩЕСТВУЕТ МАЛОЕ ВОЛНООБРАЗ­
НОЕ ИСКРИВЛЕНИЕ, СКОРОСТЬ СЛОЯ 2 УМЕНЬШИТСЯ, А ДАВЛЕНИЕ, СОГЛАСНО 
УРАВНЕНИЮ Б Е Р Н У Л Л И , БУДЕТ ИМЕТЬ ТЕНДЕНЦИЮ К ВОЗРАСТАНИЮ. 

С ДРУГОЙ СТОРОНЫ, СКОРОСТЬ СЛОЯ 1 БУДЕТ ИМЕТЬ ТЕНДЕНЦИЮ К УВЕ­
ЛИЧЕНИЮ, А ДАВЛЕНИЕ, СЛЕДОВАТЕЛЬНО, К УМЕНЬШЕНИЮ. Т А К КАК ДЕЙ­
СТВИЕ ДАВЛЕНИЯ НАПРАВЛЕНО В ТУ ЖЕ СТОРОНУ, ЧТО И СИЛА ИНЕРЦИИ 
(ЦЕНТРОБЕЖНАЯ), ТО «ВОЛНА» ИМЕЕТ ЕСТЕСТВЕННУЮ ТЕНДЕНЦИЮ К УВЕЛИ­
ЧЕНИЮ СВОЕЙ АМПЛИТУДЫ. ОДНАКО СООТВЕТСТВУЮЩЕЕ УВЕЛИЧЕНИЕ ДЛИНЫ 
ТРАЕКТОРИИ ЧАСТИЦ ПРИВОДИТ К УВЕЛИЧЕНИЮ ФРИКЦИОННОГО ЭФФЕКТА 
ДЕЙСТВИЯ ТРЕНИЯ, ЧТО В СВОЮ ОЧЕРЕДЬ СТРЕМИТСЯ ПОГАСИТЬ ВОЛНООБ­
РАЗНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ. 

ВО 1 °БРАЗОМ, УСТОЙЧИВОСТЬ ЛАМИНАРНОГО ПОТОКА П Р И ОТСУТСТВИИ 
ЛТЮВЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ИЛИ П Р И НАЛИЧИИ УСТОЙЧИВЫХ ВОЛНОВЫХ ВОЗ-

ЗЩЕНИИ ЗАВИСИТ ОТ СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ГРАДИЕНТОМ КИНЕТИЧЕСКОЙ 
РГИИ (ПО РАЗМЕРНОСТИ СОВПАДАЮЩИМ С СИЛАМИ КОНВЕКТИВНОЙ 
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рции) и с и л а м и в я з к о с т и . Это о т н о ш е н и е п р е д с т а в л я е т с о б о й ф у н к -
Я ю н а з ы в а е м у ю ч и с л о м Р е й н о л ь д с а (R = VL/v), к о т о р о е п р и х о -
Ч итс'я о п р е д е л я т ь э м п и р и ч е с к и . З д е с ь V — с к о р о с т ь , a L — х а р а к ­
терная д л и н а . 

Е с л и у д о в л е т в о р я ю т с я у с л о в и я н е у с т о й ч и в о с т и , то п е р в о н а ­
чально н е б о л ь ш о е в о л н о в о е в о з м у щ е н и е у в е л и ч и в а е т с я , как п о к а ­
зано на р и с . V I - 4 . 

Ш-* " ' 
Рис. VI-3. Неустойчивое состояние по­

тока жидкости. 
о — действие силы инерции (центробежной); 

б — действие силы давления. 

Рис. VI-4. Развитие волнообразных 
возмущений. 

V I - 3 . 2 . С в о б о д н а я т у р б у л е н т н о с т ь и э ф ф е к т ш е р о х о в а т о с т и с т е н к и 
(пристеночной ш е р о х о в а т о с т и ) . П е р в о н а ч а л ь н о е в о л н о о б р а з н о е в о з ­
м у щ е н и е вызывается л и б о м а с с о й ж и д к о с т и , л и б о в л и я н и е м г р а н и ц ы . 
В п е р в о м с л у ч а е я в л е н и е н о с и т н а з в а н и е « с в о б о д н о й т у р б у л е н т ­
ности». Я д р а т у р б у л е н т н о с т и 
п р и х о д я т из з о н ы , где г р а д и е н т 
кинетической э н е р г и и м а к с и ­
мален, н а п р и м е р от г р а н и ц ы 
круговой с т р у и , в т о р г а ю щ е й с я 
в ту ж е с а м у ю с р е д у (рис . V I - 5 ) . 

Ч а щ е всего п е р в о н а ч а л ь н ы е 
в о л н о о б р а з н ы е в о з м у щ е н и я с о з ­
даются ш е р о х о в а т о с т ь ю ф и к с и ­
рованной г р а н и ц ы . В с а м о м 
Деле, л ю б а я ш е р о х о в а т о с т ь вы­
зывает м е с т н о е у в е л и ч е н и е 
скорости с п о с л е д у ю щ и м о б р а ­
зованием м е с т н о г о с и л ь н о г о 
градиента к и н е т и ч е с к о й э н е р г и и , что п р и в о д и т к н е у с т о й ч и в о с т и 
(рис. V I - 6 ) . Н е у с т о й ч и в о с т ь м о ж е т иметь место д а ж е м е ж д у д в у м я 
ж и д к о с т я м и р а з л и ч н о й п л о т н о с т и . Н а п р и м е р , в е т е р , д у ю щ и й н а д в о ­
дой , создает р я б ь . Эта р я б ь о б у с л о в л е н а н е у с т о й ч и в о с т ь ю н а г р а н и ц е 
м е ж д у в о з д у ш н ы м и водным п о т о к а м и . С д р у г о й с т о р о н ы , о п р о к и д ы ­
вание в о л н , как в ф о р м е п р и б р е ж н о г о п р и б о я , так и в ф о р м е б а р а ш ­
ков в открытом м о р е , т а к ж е я в л я е т с я п р и ч и н о й т у р б у л е н т н о с т и . 

н е л о г и ч н о г и д р а в л и ч е с к и й п р ы ж о к я в л я е т с я п р и ч и н о й т у р б у л е н т ­
ности в с т а ц и о н а р н о м п о т о к е . О б а п р о ц е с с а я в л я ю т с я ч а с т н ы м и 

л у ч а я м и с в о б о д н о й т у р б у л е н т н о с т и . 

Рис. VI-5. Свободная турбулентность. 
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VI-3.3. Некоторые теоретические аспекты . С математической 
точки зрения проблема устойчивости вязкого потока является в сущ­
ности проблемой возникновения турбулентности. 

Поскольку поток характеризуется определенной неустойчивостью, 
г.остаточно крупное возмущение, вызванное внешними силами (на-
гример, образованное за счет шероховатости границы) , экспонен­
циально возрастает. Если возмущение мало , то силы трения при­
водят к его затуханию. Н о если отношение градиента кинетической 
энергии (по размерности совпадающего с силой конвективной инер-
гии) к силе вязкости достаточно велико, то д а ж е бесконечно малое 
возмущение способно привести к неустойчивости. Поэтому ламинар-
ЕЬЩ поток по природе и по существу неустойчив при больших чис­
лах Рейнольдса. Н о даже и при малых числах Рейнольдса ламинар­
ный поток неустойчив, если возмущение достаточно велико. 

С большими предосторожностями можно получить ламинарный 
поток в очень узкой трубке при числах Рейнольдса до 40 ООО, не­
смотря на то, что при нормальных условиях критическое значение 
числа Рейнольдса д л я трубы составляет 2000. 

Возмущение, наложенное на первичное движение , вызывает , 
как мы видели, значительное местное увеличение сил конвективной 
инерции. Трение будет стремиться погасить это возмущение, если не 
происходит передача энергии (или передача количества движения си­
лами конвективной инерции) от первичного движения к возмущению. 
Поэтому в турбулентном движении скорость образования турбулент­
ности зависит от скорости, с которой энергия отбирается от первич­
ного потока с тем, чтобы в конечном счете оказаться полностью 
дюсипированной трением. 

Очень интересный вопрос о возникновении турбулентности 
подробно исследоваться здесь не будет. Мы просто подчеркнем, что 
уравнения Навье — Стокса дают неустойчивые решения, которые 
одсывают точные движения только при небольших числах Рей­
нольдса, т. е. когда силы трения велики по сравнению с градиентом 
кмгетической энергии. | 
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Указанные соображения ведут к дальнейшему рассмотрению 
турбулентности в главах V I I и V I I I . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

VI-1. Рассмотрите последовательно круглую трубку и квадратную трубку, 
вращающиеся вокруг своих осей с угловой скоростью, внезапно изменяющейся 
от о) = 0 в момент t = 0 до со в момент t = е мала) и до со 
в момент t = <! (со2 велика). Эти две трубки соответственно наполовину 
и полностью наполнены водой. 

Опишите качественно движение: 1) идеальной жидкости, 2) вязкой жид­
кости. 

VI-2. Покажите, что распределение скорости в потоке между двумя парал­
лельными пластинами, одна из которых закреплена, а другая движется со 
скоростью U, описывается выражением 

.. Vy 

где е — расстояние между двумя пластинами. 
VI-3. Запишите уравнение Навье — Стокса для нестационарного потока 

между двумя параллельными пластинами, из которых одна закреплена, а дру­
гая движется со скоростью и (t). 

Затем напишите уравнение Навье — Стокса для двухмерного стационар­
ного потока между двумя почти параллельными пластинами; одна из пластин 
закреплена, а другая движется с постоянной скоростью U. Проделайте упро­
щающие аппроксимации, которые по Вашему мнению, допустимы для анализа 
движения потока. 

VI-4. Рассчитайте двухмерное распределение скорости и (у) между двумя 
параллельными горизонтальными пластинами, между которыми имеются два 
слоя жидкости толщиной ег и е 2 . Слои соответственно обладают вязкостью \хг 

и ii 2 и плотностью p L и р 2 . Одна пластина закреплена, а верхняя движется с по­
стоянной скоростью U. 

О т в е т : 

u{y) = U + V1 — , при у<ех, 
и 

VI-5. Рассмотрите двухмерный поток между двумя параллельпымп гори­
зонтальными пластинами, расстояние между которыми равно 2h. 

1) Запишите уравнение неразрывности, уравнение Навье — Стокса и гра­
ничное условие. Пусть движение потока направлено вдоль оси ОХ, а ось OZ 
направлена перпендикулярно к пластине. 

2) Пусть величина / характеризует потери напора, определяемые выраже­
нием 

При этом условии рассчитайте распределение скорости и = / (/, z) путем 
двух последовательных интегрирований, а также полный расход на единицу 
ширины: Q = / (/, h). 

3) Рассчитайте среднюю скорость и = / (;', К) и выразите и как функцию 
от и, z и е. _ 

4) Рассчитайте величины d^u/dz2 и dp/dx = / (и, h). 
5) Рассчитайте коэффициенты завихренности I, т), £ как функции от /, г, п. 
6) Рассчитайте потери энергии на единицу длины в направлении движения 

потока: pg;'C? = / (/, h) и величину / как функцию от Q и h. 93 



7) Пусть между двумя пластинами создано препятствие. Покажите, о 
среднее_ движение является безвихревым относительно вертикальной оси OZ 
т. е. ДИ/ДУ — DV/ДХ = 0 (это так называемая аналогия Хиль — Шоу). Вьт» 
зите потенциал скорости в зависимости от р, Л и ц . 

О т в е т ы : 

1) "~7~ = 0> ( ; = u ' = 0 ) И —0, если Z=±H. 

1 DP _ D*U 
~P~~DX~"V DZ* * 

D*U _ ЪИ DP Зри 
DZ* H* ' DX H* " 4) 

6) P?/(? 

2p 
2(pg)G/-VV . 3p 

3p ' 7 2р^з • 

1 DP „ o2u 1 DP . c-2t> 7) u? = 0, — = v y 2 " = v - T - r - ; — = W 2 c v —— ; 
p to W ' p SI/ dz2 ' 

DP Зри Зр _ 3py 
~DX W ' ay ft2~ 

(здесь ы — осредненное значение V); 
ДИ . ДО 
ДХ ДУ 

Поскольку Д2Р/(ДХДУ) = Д2Р/(ДУДХ), то получаем 

•з т - = 0 и Ф = — • 
ДУ ДХ Зц. 

VI-6. Рассчитайте отношение силы инерции к силам вязкости в случав 
ламинарного стационарного однородного потока. Обдумайте и обсудите утвержде­
ние, гласящее, что число Рейнольдса является важным безразмерным параметр 
ром, показывающим относительную роль силы инерции по сравнению с силой 
вязкости. Является ли определение числа Рейнольдса как отношения градиента 
кинетической энергии к силе вязкости более выразительным. 

VI-7. Построены следующие безразмерные величины: 
« . , - £ - , , . , - L , Г . , , . / , , . , ^ , 

где L , T Я U — произвольные характерные длина, время и скорость, a F — сила 
тяжести. Покажите, что уравнения Навье — Стокса могут быть записаны в без­
размерной форме следующим образом: 

/_^\ДИ*_ _ £ _ / 1 , \ ДИ^_ + W T D U ^ = ( G L \ P . + P L W , 
\ UT ) DT* ^ DX* \ Р + 2 ) ^ DY* ^ DZ* \ U* ) ^ \ UL ) V 

аналогичных уравнения для осей О У и OZ. Объясните физическое значе-
Я Д Б а ледующих параметров: UT/L — иногда называемый приведенной частотой, 
NT/(EL)| — число Фруда, UL/V — число Рейнольдса. 

VI-8 Покажите, что в потоке, в котором О — W = 0, а И = / (У, Z), выпол­
н е н соотношения PDR]/DT = ру 2 Л. PD^/DT = ру 2 ?- I 

в VI-9. Покажите, что ДЦДХ + ДЦ/ДУ + O%/DZ = 0. 
yi-10. Покажите, что уравнение Навье — Стокса для оси ОХ может быть 

записано в виде 
dE O F . Г% ДИ ДИ ДИ~] 

уравнения для двух других осей получаются из вышеприведенного путем 
круговой перестановки. 

О т в е т : 
DT] „ Г ДИ ДО ДИ ~\ 

P _ L _ ^ v 2 T ) = p | ^ _ + т , — + С — J , 

P _ I _ R V 2 £ = P ^ — + T 1 — + S — J . 

Глава VII 

Т У Р Б У Л Е Н Т Н О С Т Ь . О С Р Е Д Н Е Н Н О Е Д В И Ж Е Н И Е . 

О С Р Е Д Н Е Н Н Ы Е С И Л Ы . У Р А В Н Е Н И Я Р Е Й Н О Л Ь Д С А 

V I I - 1 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ Н СРЕДНИХ СИЛ 

V I I - 1 . 1 . ХАРАКТЕРИСТИКИ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ В СРАВНЕНИИ С ФАК­
ТИЧЕСКИМ ДВИЖЕНИЕМ. В ПРЕДЫДУЩИХ ГЛАВАХ ОТДЕЛЬНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
ТЕОРИИ ИНОГДА ИЛЛЮСТРИРОВАЛИСЬ ПРИМЕРАМИ, В КОТОРЫХ ДВИЖЕНИЕ 
ЯВНО ДОЛЖНО БЫЛО ИМЕТЬ ТУРБУЛЕНТНЫЙ ХАРАКТЕР, ХОТЯ В ТЕОРИИ 
РАССМАТРИВАЛАСЬ ТОЛЬКО ИДЕАЛЬНАЯ ЖИДКОСТЬ ИЛИ ВЯЗКИЙ ЛАМИНАР­
НЫЙ ПОТОК. В ТУРБУЛЕНТНОМ ДВИЖЕНИИ СКОРОСТЬ И ДАВЛЕНИЕ ИЗМЕНЯ­
ЮТСЯ БЕСПОРЯДОЧНЫМ ОБРАЗОМ. В ДЕЙСТВИТЕЛЬНОСТИ В УКАЗАННЫХ П Р И ­
МЕРАХ ПОДРАЗУМЕВАЛОСЬ, ХОТЯ И НЕ ПОДЧЕРКИВАЛОСЬ, ЧТО РАССМАТРИ­
ВАЮТСЯ ТОЛЬКО СРЕДНИЕ ВЕЛИЧИНЫ СКОРОСТИ И ДАВЛЕНИЯ. 

В САМОМ ДЕЛЕ, ТУРБУЛЕНТНОЕ ДВИЖЕНИЕ ЯВЛЯЕТСЯ ВСЕГДА: 
А) НЕСТАЦИОНАРНЫМ, ПОСКОЛЬКУ В ДАННОЙ ТОЧКЕ СКОРОСТЬ ИЗМЕ­

НЯЕТСЯ ЧРЕЗВЫЧАЙНО ХАОТИЧЕСКИМ ОБРАЗОМ; 
Б) НЕОДНОРОДНЫМ, ПОСКОЛЬКУ СКОРОСТЬ ИЗМЕНЯЕТСЯ ОТ ТОЧКИ К ТОЧ-

К Е В ДАННЫЙ МОМЕНТ; 
В) ВИХРЕВЫМ, ПОСКОЛЬКУ СИЛЫ ТРЕНИЯ, ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫЕ ЧЛЕНУ 

V V , ИГРАЮТ СУЩЕСТВЕННУЮ Р О Л Ь . 
ЭТИ ХАРАКТЕРИСТИКИ СПРАВЕДЛИВЫ, ЕСЛИ РЕЧЬ ИДЕТ О ФАКТИЧЕСКОМ 

ДВИЖЕНИИ. ОДНАКО ТУРБУЛЕНТНОЕ ДВИЖЕНИЕ НА ПРАКТИКЕ ЧАСТО МОЖЕТ 
РАССМАТРИВАТЬСЯ КАК СТАЦИОНАРНОЕ, ОДНОРОДНОЕ (В ТРУБЕ) ИЛИ Б Е З ­
ВИХРЕВОЕ (НАД ВОДОСЛИВОМ). ЭТО ВОЗМОЖНО ПОТОМУ, ЧТО СТАЦИОНАР-

М, ОДНОРОДНЫМ И БЕЗВИХРЕВЫМ ЯВЛЯЕТСЯ СРЕДНЕЕ ДВИЖЕНИЕ, А РАС­
ШИРЕННЫЕ ВЫШЕ ПРИМЕРЫ ОТНОСИЛИСЬ К СРЕДНИМ ВЕЛИЧИНАМ. 
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Т е п е р ь мы д о л ж н ы о б о с н о в а т ь у к а з а н н ы й метод р а с с м о т р е н и я 
р е а л ь н о г о д в и ж е н и я и о п р е д е л и т ь р а з л и ч и е м е ж д у д в и ж е н и е м и ( е _ 
а л ь н о й ж и д к о с т и и л и в я з к и м п о т о к о м и с р е д н и м т у р б у л е н т н ы м д в и ­
ж е н и е м . В э т о м состоит ц е л ь н а с т о я щ е й г л а в ы . 

V I 1 - 1 . 2 . П р и м е н и м о с т ь у р а в н е н и й Н а в ь е — Стокса в с л у ч а е т у р . 
б у л е н т н о г о д в и ж е н и я . Р а в е н с т в о м е ж д у с и л а м и и н е р ц и и и п р и л о ­
ж е н н ы м и с и л а м и с о б л ю д а е т с я , р а з у м е е т с я , д л я э л е м е н т а р н о й частицы 
ж и д к о с т и и в том с л у ч а е , к о г д а д в и ж е н и е я в л я е т с я т у р б у л е н т н ы м . 
П о э т о м у о с н о в н ы е у р а в н е н и я Н а в ь е — Стокса и у р а в н е н и е н е р а з ­
р ы в н о с т и т е о р е т и ч е с к и п р и г о д н ы д л я и з у ч е н и я т у р б у л е н т н о г о дви­
ж е н и я . 

О д н а к о п о л у ч и т ь точное р е ш е н и е д л я т а к о г о с л о ж н о г о д в и ж е н и я 
н е в о з м о ж н о . Мы в и д е л и , что р е ш е н и е и н о г д а м о ж н о п о л у ч и т ь для 
л а м и н а р н о г о п о т о к а п р и п р о с т ы х г р а н и ч н ы х у с л о в и я х . С п о м о щ ь ю 
т е о р и и м о ж н о т а к ж е о п р е д е л и т ь , б у д е т л и м а л о е в о з м у щ е н и е воз­
р а с т а т ь и л и г а с и т ь с я т р е н и е м . О д н а к о ф а к т и ч е с к и в о з м о ж н о с т и тео­
р и и в э т и х с л у ч а я х о г р а н и ч е н ы . 

С д р у г о й с т о р о н ы , в и н ж е н е р н о й п р а к т и к е вовсе не о б я з а т е л ь н о 
точно з н а т ь т о н к у ю с т р у к т у р у п о т о к а . Т р е б у е т с я и з у ч и т ь лишь 
с р е д н и е в е л и ч и н ы , а т а к ж е о б щ и е и с т а т и с т и ч е с к и е эффекты т у р б у ­
л е н т н ы х ф л у к т у а ц и и . Это в о з м о ж н о б л а г о д а р я с л у ч а й н о й природе 
э т и х т у р б у л е н т н ы х ф л у к т у а ц и и . 

Т а к и м о б р а з о м , п р е д с т а в л я ю щ е е с я с л о ж н ы м и б е с п о р я д о ч н ы м 
д в и ж е н и е а н а л и з и р у ю т , р а с с м а т р и в а я т о л ь к о с р е д н е е д в и ж е н и е . 
Х о т я в н е к о т о р ы х ч а с т н ы х п р о б л е м а х з а н и м а ю т с я н е п о с р е д с т в е н н о 
и з у ч е н и е м ф л у к т у а ц и и , обычно о к а з ы в а е т с я достаточным учитывать 
т о л ь к о с т а т и с т и ч е с к и е в е л и ч и н ы . 

V I 1-1 .3 . О п р е д е л е н и я с р е д н и х в е л и ч и н в т у р б у л е н т н о м потоке . 
В т у р б у л е н т н о м п о т о к е , как и в с л у ч а е в я з к о г о п о т о к а , скорость 
и д а в л е н и е д о л ж н ы быть н а й д е н ы как ф у н к ц и и от п р о с т р а н с т в е н ­
н ы х к о о р д и н а т и в р е м е н и . 

М г н о в е н н а я с к о р о с т ь V в ф и к с и р о в а н н о й точке представляет 
с о б о й в е к т о р н у ю с у м м у о с р е д н е н н о й по в р е м е н и с к о р о с т и V (которая 
р а с с м а т р и в а е т с я как с о о т в е т с т в у ю щ а я о с н о в н о м у п е р в и ч н о м у д в и ж е ­
н и ю ) и ф л у к т у а ц и о н н о й с к о р о с т и V , к о т о р а я б ы с т р о и з м е н я е т с я 
во в р е м е н и как по в е л и ч и н е , так и по н а п р а в л е н и ю . Это м о ж н о вы­
р а з и т ь с о о т н о ш е н и е м V = V + V , г д е , п о о п р е д е л е н и ю , 

г т 
Y=±^\dt 1 1 V ' = - i - J V * A = 0, 

о о 
Т — в р е м е н н о й и н т е р в а л , к о т о р ы й б у д е т о п р е д е л е н в с л е д у ю щ е м 
р а з д е л е . М г н о в е н н ы е к о м п о н е н т ы с к о р о с т и о п р е д е л я ю т с я следую* 
щ и м о б р а з о м : 

Действи- Средняя Флуктуа-
тельная скорость ция 
скорость скорости 

U = U 4г и" 
V = V -\- V", 
W — W -)- w* 

И 

о о 

А н а л о г и ч н о о п р е д е л я ю т с я к о м п о н е н т ы vw.iv. П о о п р е д е л е н и ю , 
- / у» _ гр = 0. М г н о в е н н о е д а в л е н и е р есть т а к ж е с к а л я р н а я с у м м а 
среднего д а в л е н и я р и ф л у к т у а ц и о н н о г о члена р' 

р=р+р, 

где 

Таким о б р а з о м , т у р б у л е н т н о е д в и ж е н и е м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к 
суперпозицию с р е д н е г о д в и ж е н и я и ф л у к т у и р у ю щ е г о б е с п о р я д о ч н о г о 

V V 

о) 

Рис. VII-1. Стационарность турбулентного потока опре­
деляется только его средней скоростью. 

а — турбулентный стационарный поток (V =_ const); б — турбу­
лентный нестационарный поток (V = f (()). 

д в и ж е н и я , с л у ч а й н о г о п о своей п р и р о д е и п о д ч и н я ю щ е г о с я с т а ­
тистическим з а к о н а м . 

V I I - 1 . 4 . С т а ц и о н а р н ы й и н е с т а ц и о н а р н ы й с р е д н и й т у р б у л е н т н ы й 
поток. С л е д у е т о т м е т и т ь , что с р е д н я я в е л и ч и н а о п р е д е л я е т с я д л я 
временного и н т е р в а л а Т, к о т о р ы й в е л и к по с р а в н е н и ю с в р е м е н ­
ным м а с ш т а б о м т у р б у л е н т н ы х ф л у к т у а ц и и , н о м а л п о с р а в н е н и ю 
с временным м а с ш т а б о м с р е д н е г о д в и ж е н и я . 

Е с л и , н а п р и м е р , мы р а с с м а т р и в а е м к о л е б а н и я воды в у р а в н и ­
тельном б а с с е й н е , где д в и ж е н и е я в л я е т с я т у р б у л е н т н ы м , то м г н о в е н ­
ная с к о р о с т ь в ф и к с и р о в а н н о й точке б ы с т р о и з м е н я е т с я з а счет 
т у р б у л е н т н о с т и . 

О с р е д н е н н а я з а о т н о с и т е л ь н о к о р о т к и й и н т е р в а л в р е м е н и с к о ­
рость т а к ж е и з м е н я е т с я во в р е м е н и , но ее и з м е н е н и е б у д е т б о л е е 
медленным. Р е а л ь н о е д в и ж е н и е в с е г д а я в л я е т с я н е с т а ц и о н а р н ы м 
из-за т у р б у л е н т н о с т и , и в д а н н о м с л у ч а е с р е д н е е д в и ж е н и е т а к ж е 
нестационарно ( р и с . V I I - 1 ) . 

о Дальнейшем м ы б у д е м н а з ы в а т ь д в и ж е н и е н е с т а ц и о н а р н ы м 
лько , е с л и с р е д п я я в е л и ч и н а с к о р о с т и , о п р е д е л е н н а я з а о т н о с и -
льно к о р о т к и е и н т е р в а л ы в р е м е н и Т, и з м е н я е т с я в течение б о л е е 
лгого и н т е р в а л а в р е м е н и . Этот к о р о т к и й и н т е р в а л , с л у ж а щ и й д л я 
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ОПРЕДЕЛЕНШ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ, СВЯЗАН С ЧАСТОТОЙ ТУРБУЛЕНТНЫХ 
ФЛУКТУАЦШ. УКАЗАТЬ ХАРАКТЕРНЫЙ ПОРЯДОК ВЕЛИЧИНЫ Т ДОВОЛЬНО 
ТРУДНО, ТА; КАК ОН МЕНЯЕТСЯ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ РАССМАТРИВАЕМОГО 
ЯВЛЕНИЯ. Н Ш Р И М Е Р , В МЕТЕОРОЛОГИИ, ГДЕ ЗАНИМАЮТСЯ АТМОСФЕРНЫМИ 
ДВИЖЕНИЯМ!, ЭТОТ ИНТЕРВАЛ ВЕЛИК, А В АЭРОДИНАМИКЕ, ГДЕ ИЗУЧАЮТСЯ 
ТУРБУЛЕНТНОЕ ЭФФЕКТЫ В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ ВДОЛЬ К Р Ы Л А , ОН МАЛ. 

5 Ь 
Рис. VII-2. Турбулентный поток в трубе. 

V I I - 1 . 5 . С Р Е Д Н Е Е ДВИЖЕНИЕ В ТРУБЕ. В КАЧЕСТВЕ ПРИМЕРА СРЕДНЕГО 
И ФЛУКТУАИОННОГО ДВИЖЕНИЙ РАССМОТРИМ ТУРБУЛЕНТНЫЙ «ОДНОРОД­
НЫЙ» ПОТОЪВ ТРУБЕ, В КОТОРОМ (РИС. V I 1 - 2 ) : 

и, v, юфО; и', v' и>"фО; 
v,w = 0; иф=0; и", v", w" = 0 . 

гл ди р. 
L ДРУГО! СТОРОНЫ, — = И, ПОСКОЛЬКУ ДВИЖЕНИЕ ОДНОРОДНО ВДОЛЬ 

ОСИ ОХ. ОДАКО ди/ду, ди/dz =j= 0 , ПОСКОЛЬКУ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ 
ПОПЕРЕК Т Р Б Ы НЕОДНОРОДНО. 

ВСЕ ПРОЗВОДНЫЕ ОТ v И w РАВНЫ НУЛЮ, ПОСКОЛЬКУ САМИ ВЕЛИЧИНЫ 
v И w ПОСТАННЫ И РАВНЫ НУЛЮ. ВСЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ОТ и', v' И w' ОТ­
ЛИЧНЫ ОТ ГУЛЯ: 

dv' ди' ду' 
дх ' д у ' дх 

НО СРЕДНИЕЮЛИЧИНЫ ЭТИХ ПРОИЗВОДНЫХ ВСЕГДА РАВНЫ НУЛЮ. Н А П Р И ­

М Е Р , ПОСКОЬКУ и' = (1/Т) J и'dt — 0 ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ, ТО 

«я *цлу —г Т ди' 1 Г" 
дх - т J ' Т Е ^ - Т Г Т / " ' * - * 

о о 
V I 1 - 1 . 6 . СРЕДНИЕ С И Л Ы . ПОСКОЛЬКУ ФАКТИЧЕСКАЯ ВЕЛИЧИНА СИЛ 

ИНЕРЦИИ ВОДА РАВНА СУММЕ ФАКТИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН ПРИЛОЖЕННЫХ СИ 
В ЛЮБОМ ДВЖЕНИИ, КАК ЛАМИНАРНОМ, ТАК И ТУРБУЛЕНТНОМ, ТО СРЕДНЯ 
ПО ВРЕМЕНИВЕЛИЧИНА СИЛ ИНЕРЦИИ РАВНА СРЕДНЕЙ ПО ВРЕМЕНИ ВЕЛИ 
ЧИНЕ ПРИЛОЖЕННЫХ СИЛ. Э Т О МОЖНО ВЫРАЗИТЬ СЛЕДУЮЩИМ ОБРАЗОМ 

ПОСКОЛЬУ 

СИЛА .ЖАЛЬ- СИЛА КОНВЕК- СИЛА СИЛА СИЛА 
НОЙ ГОРЦИИ + Т И В Н О Й И Н Е Р - + Д А В Л Е - + Т Я Ж Е С - + ТРЕ- = 0 , 

Ц И И НИЯ ТИ НИЯ 
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ТО ВСЕГДА ЯВЛЯЕТСЯ СПРАВЕДЛИВЫМ СЛЕДУЮЩЕЕ СООТНОШЕНИЕ: 

С Р Е Д Н Я Я 
ПО ВРЕ­

МЕНИ ВЕ­
ЛИЧИНА 
СУММЫ 

СИЛА СИЛА 
СИЛА СИЛА 

ЛОКАЛЬ- КОНВЕК- СИЛА 
4 - « 4 - Д А В Л Е - 4 - Т Я Ж Е С - 4 -

НОИ ' ТИВНОИ ' " ' ~ Т Р Е Н И Я 
НИЯ ТИ Г 

ИНЕРЦИИ ИНЕРЦИИ 

= 0 . 

МАТЕМАТИЧЕСКИ ЭТО СООТНОШЕНИЕ ДЛЯ ОСИ ОХ ИМЕЕТ ВИД (СМ. 
V I - 1 . 2 . 1 ) 

Г Т 
I F / A T , ди , ди , ди \ ,. 1 Г / d(p + pgz) „ \ 

О О 

ИЛИ, ИСПОЛЬЗУЯ ОБОЗНАЧЕНИЯ о И Т И КОЭФФИЦИЕНТЫ ВИХРЯ Г], £ И £ 
(СМ. V I - 1 . 2 . 3 И V I - 1 . 3 ) , ИМЕЕМ: 

О 

Т 
1 Г / д , в .6 , а \ 

= — J K - ^ ^ + ^o^—T^-t — x^dt 
О 

И ПОДОБНЫЕ ЖЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ОСЕЙ OY И OZ. НАКОНЕЦ, ИСПОЛЬЗУЯ 
ВЕКТОРНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ, ПОЛУЧИМ: 

Т 

О 

1 

Г J Р ( ^ T + E R A D - 2 ^ + ( r o t V > х V ) d t = 

1 
l

r j (- GRAD (p + pgz) + U V

2 V ) dt. 

Т Е П Е Р Ь КАЖДУЮ ИЗ ЭТИХ СРЕДНИХ СИЛ НАДО ВЫРАЗИТЬ КАК ФУНКЦИЮ 
ОТ СРЕДНИХ ВЕЛИЧИН И ФЛУКТУАЦИОННЫХ ВЕЛИЧИН СКОРОСТИ И ДАВЛЕНИЯ. 
Д Л Я ЭТОЙ ЦЕЛИ РАЗДЕЛИМ ВСЕ СИЛЫ НА ТРИ ГРУППЫ: 

1 ) ПОСТОЯННЫЕ СИЛЫ — СИЛА ТЯЖЕСТИ; 
2 ) ЛИНЕЙНЫЕ СИЛЫ — СИЛА ДАВЛЕНИЯ, ЛИНЕЙНАЯ ФУНКЦИЯ ОТ рх 

СИЛА ЛОКАЛЬНОЙ ИНЕРЦИИ, ЛИНЕЙНАЯ ФУНКЦИЯ ОТ V ; СИЛА ТРЕНИЯ, Л И ­
НЕЙНАЯ ФУНКЦИЯ ОТ V ; 

3 ) КВАДРАТИЧНЫЕ СИЛЫ — КОНВЕКТИВНАЯ ИНЕРЦИЯ, ФУНКЦИЯ ОТ 
КВАДРАТА СКОРОСТИ V2 ИЛИ ОТ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ КОМПОНЕНТ СКОРОСТИ: 
и2, v2, w2, uv, uw, vw. 

V I I - 2 . ВЫЧИСЛЕНИЕ ОСРЕДНЕННЫХ СИЛ 

СРЕДНИЕ СИЛЫ ВЫЧИСЛЯЮТСЯ КАК ФУНКЦИИ СРЕДНИХ ВЕЛИЧИН СКО­
РОСТИ И ДАВЛЕНИЯ. ЭТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ ДАНЫ ЗДЕСЬ В ДЕТАЛЯХ Д Л Я 
ЛУЧШЕГО ПОНИМАНИЯ. О Н И ОСНОВАНЫ НА ТОМ ФАКТЕ, ЧТО ПОРЯДОК 
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МАТЕМАТИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИИ НЕ ОКАЗЫВАЕТ ВЛИЯНИЯ НА ОКОНЧАТЕЛЬНЫЙ РЕ­
ЗУЛЬТАТ. В ЧАСТНОСТИ, ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ИНТЕРВАЛУ ВРЕМЕНИ Т И ДИФ­
ФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ПО ВРЕМЕНИ И ПРОСТРАНСТВУ МОЖНО МЕНЯТЬ МЕСТАМИ. 

V I I - 2 . 1 . ПОСТОЯННАЯ СИЛА. СИЛА ТЯЖЕСТИ ЗАВИСИТ ТОЛЬКО ОТ ПЛОТ­
НОСТИ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ ЧАСТИЦЫ. ФЛУКТУАЦИИ ДАВЛЕНИЯ СЛИШКОМ МАЛЫ, 
ЧТОБЫ ОЩУТИМО ИЗМЕНИТЬ ЭТУ ПЛОТНОСТЬ (ДАЖЕ В СЛУЧАЕ ГАЗА, ГДЕ 
ЭТОЙ СИЛОЙ ПОЛНОСТЬЮ ПРЕНЕБРЕГАЮТ). ТАКИМ ОБРАЗОМ, СИЛА ТЯЖЕСТИ 
НЕ ЗАВИСИТ ОТ ТИПА ДВИЖЕНИЯ И ОСТАЕТСЯ ОДИНАКОВОЙ И В ЛАМИНАР­
НОМ, И В ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКАХ. 

С Р Е Д Н Я Я ВЕЛИЧИНА СИЛЫ ТЯЖЕСТИ РАВНА САМОЙ ПОСТОЯННОЙ СИЛЕ. 
МАТЕМАТИЧЕСКИ ЭТО МОЖЕТ БЫТЬ ВЫРАЖЕНО СЛЕДУЮЩИМ ОБРАЗОМ: 

Г Г 

Pg = Pgdt = PG- У j dt = pg, 

ПОСКОЛЬКУ ВЕЛИЧИНА PG ВО ВРЕМЕНИ ПОСТОЯННА. Т А К Ж Е ИМЕЕМ: 

Г Т 

Ъ Ш - -f I i (ИГ*) dt = £ -f I Ре* dt = ± (pgz), 

ПОСКОЛЬКУ ВЕЛИЧИНА pgz ПОСТОЯННА ВО ВРЕМЕНИ. 
АНАЛОГИЧНО: 

GRAD (pgz) = GRAD (pgz). 

ТАКИМ ОБРАЗОМ, СИЛА ТЯЖЕСТИ МАТЕМАТИЧЕСКИ ВЫРАЖАЕТСЯ СОВЕР­
ШЕННО ОДИНАКОВО ДЛЯ ЛАМИНАРНОГО И ТУРБУЛЕНТНОГО ДВИЖЕНИЙ. 

V I I - 2 . 2 . Л И Н Е Й Н Ы Е СИЛЫ. V I I - 2 . 2 . 1 . С Р Е Д Н Я Я С И Л А Л О ­
К А Л Ь Н О Й И Н Е Р Ц И И . СРЕДНЯЯ ВЕЛИЧИНА СИЛЫ ЛОКАЛЬНОЙ 
ИНЕРЦИИ 

Р1Г* 

PW 
1 ov ИЛИ К п 

ди 
~дТ 
ди 
ЪТ 
dw 

р-ьт 

р dt 

МОЖЕТ БЫТЬ ПОЛУЧЕНА ПУТЕМ РАССМОТРЕНИЯ ЛЮБОЙ ИЗ ЕЕ КОМПОНЕНТ, 
НАПРИМЕР Р ди/дt. С Р Е Д Н Я Я ВЕЛИЧИНА ЧЛЕНА р du/dt ЗА ИНТЕРВАЛ В Р Е -

Г 

МЕНИ Т ДАЕТСЯ ПУТЕМ ПЕРЕСТАНОВКИ ОПЕРАЦИЙ d/dt И (ИТ) j , ОТКУДА ПОЛУЧАЕМ 
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Г т 
ди 1 С ди j . d l P , , 

Р-ът^-т) P-6Tdt = P i t T i u d ; t 

(НАДО ИМЕТЬ В ВИДУ, ЧТО СИМВОЛ d/dt ОЗНАЧАЕТ ЗДЕСЬ д/дТ, СМ. V I I - 1 . 4 ) . 
ЗАМЕНЯЯ ФАКТИЧЕСКИЕ ЗНАЧЕНИЯ и ЧЕРЕЗ СУММУ СРЕДНЕЙ И ФЛУКТУА. 
ЦИОННОЙ ВЕЛИЧИН (и = и 4 - и'), ПОЛУЧАЕМ: 

Г 
ди д 1 (* . - , д 1 f -

РИГ-РИТ-Т-) {u + u)dt = p W T \ u d t 
О О 

д 1 
РИГТ 

1 
^ и" dt, 

А ПОДСТАВЛЯЯ ВМЕСТО И И И ИХ ВЫРАЖЕНИЯ 

Г Г 

и 
г 

О 
НАХОДИМ, ЧТО 

ИЛИ 

1 I 
--=^r\^udt И и = - У - J и' dt = 0 , 

О 

ди \ 
рж)-

ТАКИМ ОБРАЗОМ, СРЕДНЯЯ ПО ВРЕМЕНИ ВЕЛИЧИНА СИЛЫ ЛОКАЛЬНОЙ 
ИНЕРЦИИ РАВНА СИЛЕ ИНЕРЦИИ, ОБУСЛОВЛЕННОЙ ИЗМЕНЕНИЕМ ТОЛЬКО 
СРЕДНЕЙ СКОРОСТИ. СИЛА ЛОКАЛЬНОЙ ИНЕРЦИИ В ЛАМИНАРНОМ И Т У Р Б У ­
ЛЕНТНОМ ПОТОКАХ МАТЕМАТИЧЕСКИ ВЫРАЖАЕТСЯ ФУНКЦИЯМИ ОДИНАКОВОГО 
ВИДА: 

ДХ 
dt ИЛИ 

ди 
Р ~аТ 

dv 
Р ~dT 

dw 
Р ~dt 

ОДНАКО В ЛАМИНАРНОМ ДВИЖЕНИИ ВЕЛИЧИНЫ V (и, v, w) В ТОЧНОСТИ 
РАВНЫ ФАКТИЧЕСКИМ ВЕЛИЧИНАМ V (и, и, и>). 

V I I - 2 . 2 . 2 . С Р Е Д Н Я Я С И Л А Д А В Л Е Н И Я . АНАЛОГИЧНЫМ 
ОБРАЗОМ ОСРЕДНЕНИЕ СИЛ ДАВЛЕНИЯ 

—GRAD р, ИЛИ 

др_ 
ДХ ' 

ДР 
ДУ ' 
dp_ 
dz ' 

ДАЕТ ДЛЯ КОМПОНЕНТЫ — др/дх 

dx Т J dx 
d 1 

dx T 

d 
dx T 

» О 

Г 
1 с -
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т т 
Поскольку \ pdt = р и j ' p'ci* О, 

то 

и аналогично 
DZ 

—gradp = — -у- J grad D = —grad - y J p dt = —grad p, 

т. e. 
—grad = —grad p. 

Средняя сила давления равна силе, обусловленной только сред­
ним давлением, и математически выражается таким же образом, 
как и фактическая сила давления. 

VII-2.2.3. С р е д н я я с и л а в я з к о с т и . Сила вязкости 

p\7 2 V, или 

р V 2" 
' д*и . д*и . 92 ц N 

р V 2" , DZ 2 1 ду* 1 dz* j 

V- V 2 Y 

- И 
d*v . 

, DZ2 

52У 
" ^ 2 + 

d*v \ 
5Z2"J 

u V 2 ^ 
(d*w (Э2Ы; 52 ц; 

u V 2 ^ \ dx* 1 51/2 DZ2 

имеет среднюю величину, которую можно вычислить на примере 
одного из членов второго порядка, скажем, члена \ad2uldx2. 

Производя осреднение этого члена, последовательно получаем: 

о*и 1 Г д*и ,± д* 
V-dxJ = T]V-dxTdt = LX 

о dx* Т 

или в более общей форме 

J " * = H - ш . 

p V

2 V = P V 2 i r J V A = U V

2 \ 

Средняя сила вязкости равна силе вязкости, обусловленной 
только средней скоростью, и математически выражается так же, 
как и аналогичная фактическая сила. 

VII-2.2.4. З а к л ю ч и т е л ь н ы е з а м е ч а н и я о т н о ­
с и т е л ь н о л и н е й н ы х с и л . Все линейные силы, участву­
ющие в среднем движении, математически записываются в одинако­
вом виде как для среднего турбулентного потока, так и для факти­
ческого движения, турбулентного либо ламинарного. В ламинарном 
вязком движении средние величины V и р в точности равны факти­
ческим мгновенным величинам V ж р. 

VII-2.3. Квадратичные силы. Силы конвективной инерции имеют 
вид: 

( ди , ди , ди \ 
U ^ + V -dJ + W-dz-)' р (grad Ц- + (rot V ) x V ) , 

или или 
dui 

I dv , dv , dv \ 

! dw , dw , dw \ 
nu-dx-+vw+w^) 

Все эти члены пропорциональны V 2 или произведению компо­
нент V: и2, v2, w2, uv, uw, vw. Тензорные обозначения позволяют 
изобразить все члены в простом и общем виде: ри, du.Jdx^. Однако 
для большей ясности полезнее будет рассмотреть один из этих чле­
нов, скажем, pu duldx, и обобщить полученный результат. 

Рассмотрим, например, компоненту и = и -f- и'. Возводя и 
в квадрат, получим и2 = и2 + 2ии' -\- и'2, и, осредняя и2, получаем 

U* = ±^u2dt=^^(u2 + 2ии + и1') dt. 

Три слагаемых правой части равны 
т 

J_ С -
т 

о 
г 

J u*dt = u2 (поскольку и постоянна в пределах интервала Т), 
т т I т \ 

JR ^ 2ии' dt = 2и — J и' dt = О I поскольку -у- С и* rfi = О I, т 
о т 

-=- \ u dt = u (и' может быть положительной или отрицательной, 
о но и' всегда положительна и ее средняя величина 

отлична от нуля). 

Аналогичным образом рассмотрим произведение 

uv = (u + и") (и + v') == uv - F uv + uv' + « V . 
Средняя величина этого произведения будет 

uv = uv-h u'v', 

поскольку средние величины uv' и u'v равны нулю. 
Теперь, рассматривая среднюю величину любого члена конвек­

тивной инерции, например р udu/dx, получаем 

Р " ^ х " = Т J Р" Jx- d t = -T) 9{u + u) — (u + u)dt^ 
о о 

т 
р С [ — du , — ди' , , ди , i ди' \ ,. = | ] 1 : В ¥ + и ^ + - М

 l)x- + U -dx-)dt 

1 0 3 
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И, РАССМАТРИВАЯ КАЖДЫЙ ЧЛЕН В ОТДЕЛЬНОСТИ, БУДЕМ ИМЕТЬ 

JL^U^dt = u^- (ПОСКОЛЬКУ Й Я - ^ ПОСТОЯННЫ ВО ВРЕМЕНИJ, 
О ^ 

Г Т / т \ 
_ L Г й — dt=u4r4- [u'dt = 0 ПОСКОЛЬКУ \u'dt = 0), 

Т J dx Т дх J ^ О / 
О О 

О О 

1 С , ди' . 1 д С и'1 , д и'' , ди' , п 

ПОДСТАВЛЯЯ ЭТИ ВЕЛИЧИНЫ В ПОЛУЧЕННОЕ ВЫШЕ ВЫРАЖЕНИЕ, ПОЛУ­

ЧАЕМ 

ди I — ди . , ди' \ 

АНАЛОГИЧНО НАХОДИМ, ЧТО dv 

?и Тх 
I — dv , , dv' \ =пи^+и^) ит-д-

ТАКИМ ОБРАЗОМ, СРЕДНЯЯ ПО ВРЕМЕНИ ВЕЛИЧИНА СИЛЫ КОНВЕКТИВ­
НОЙ ИНЕРЦИИ РАВНА СУММЕ КОНВЕКТИВНОЙ ИНЕРЦИИ, ОБУСЛОВЛЕННОЙ 
СРЕДНЕЙ СКОРОСТЬЮ, И СРЕДНЕЙ КОНВЕКТИВНОЙ ИНЕРЦИИ, ОБУСЛОВЛЕННОЙ 
ТУРБУЛЕНТНЫМИ ФЛУКТУАЦИЯМИ. 

Е С Л И РАССМАТРИВАЕТСЯ ОДНА ТОЛЬКО СРЕДНЯЯ ВЕЛИЧИНА СКОРОСТИ, 
ТО ЧЛЕНЫ КОНВЕКТИВНОЙ ИНЕРЦИИ ИМЕЮТ ТУ ЖЕ МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ФОРМУ, 
ЧТО И В ЛАМИНАРНОМ ДВИЖЕНИИ. 

V I I - 3 . УРАВНЕНИЕ НЕРАЗРЫВНОСТИ 

В ПРОСТОМ СЛУЧАЕ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ УРАВНЕНИЕ Н Е Р А З Р Ы В ­
НОСТИ ЗАПИСЫВАЕТСЯ В ВИДЕ (СМ. I I I - 2 . 2 . 2 ) 

ди dv . dw _ Q 

сх ' ду * oz 
Е С Л И ВЫРАЗИТЬ ФАКТИЧЕСКИЕ КОМПОНЕНТЫ СКОРОСТИ ЧЕРЕЗ СРЕДНИЕ 

ВЕЛИЧИНЫ И ТУРБУЛЕНТНЫЕ ФЛУКТУАЦИИ, ТО ЭТО СООТНОШЕНИЕ ПРИМЕТ 
ВИД 

4 - (и + и') + ± - {V + v") + ±- (W + W') = О, 

ИЛИ 
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Си . dv • dw . ди' . и/_ , dw' _ ~ 
'дх ' 'ду ~*~ dz " г дх "т" ду dz 

ПРОЦЕСС ОСРЕДНЕНИЯ, ДОПУСТИМ, ВЕЛИЧИНЫ ди/дх ДАЕТ 

— Т _ Т 
ди 1 Г ди д 1 Г ~ , . DU 

d 7 = 'dx~dt = ^T ) u d t = Hx-' 

О О 

А ОСРЕДНЕНИЕ ВЕЛИЧИНЫ ди'/дх ДАЕТ 

Т Т 
ди' 1 Г <9м' д 1 Г , П 

Ox Т J дх дх Т J 
о О 

ПОЭТОМУ^УРАВНЕНИЕ НЕРАЗРЫВНОСТИ ДЛЯ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ БУДЕТ 
du.dv.dw q 
ox dy ' dz * 

СЛЕДОВАТЕЛЬНО, du'/dx 4 - dv'/ду -F- dw'/dz = 0. 
ТАКИМ ОБРАЗОМ, МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЗАПИСЬ УРАВНЕНИЯ Н Е Р А З Р Ы В ­

НОСТИ ДЛЯ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ ИМЕЕТ ТОТ ЖЕ ВИД, ЧТО И ДЛЯ ФАКТИЧЕ­
СКОГО. 

V I I - 4 . ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОСРЕДНЕННОГО ДВИЖЕНИЯ 
ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА 

ЕСЛИ РАССМАТРИВАЮТСЯ ТОЛЬКО СРЕДНЯЯ СКОРОСТЬ И СРЕДНЕЕ ДАВЛЕ­
НИЕ, ТО ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И НЕРАЗРЫВНОСТИ ИМЕЮТ ТОЧНО 
ТУ ЖЕ МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ФОРМУ, ЧТО И СООТВЕТСТВУЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ ФАКТИЧЕСКОГО ДВИЖЕНИЯ. ОДНАКО СУЩЕСТВУЮТ И ДРУГИЕ СИЛЫ, 
КОТОРЫЕ ДОЛЖНЫ БЫТЬ ДОБАВЛЕНЫ. ЭТИ НОВЫЕ СИЛЫ ВЫЗВАНЫ КОНВЕК­
ТИВНОЙ ИНЕРЦИЕЙ ТУРБУЛЕНТНЫХ ФЛУКТУАЦИИ. Е С Л И ЭТИМИ «НОВЫМИ» 
СИЛАМИ МОЖНО ПРЕНЕБРЕЧЬ ИЛИ ДО ТЕХ П О Р , ПОКА НАС ИНТЕРЕСУЮТ 
ТОЛЬКО СИЛЫ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ СРЕДНЕЙ СКОРОСТЬЮ И СРЕДНИМ ДАВЛЕ­
НИЕМ, РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМ ТУРБУЛЕНТНОГО ДВИЖЕНИЯ ИМЕЮТ ТУ ЖЕ МАТЕ­
МАТИЧЕСКУЮ ФОРМУ, ЧТО И РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ Н А В Ь Е — СТОКСА. Н А ­
ПРИМЕР, СРЕДНЕЕ ДВИЖЕНИЕ, ЯВЛЯЮЩЕЕСЯ СТАЦИОНАРНЫМ И БЕЗВИХРЕ­
ВЫМ И В КОТОРОМ СИЛАМИ ВЯЗКОСТИ Р У 2 V МОЖНО ПРЕНЕБРЕЧЬ, УДОВЛЕТ­
ВОРЯЕТ ХОРОШО ИЗВЕСТНОМУ УРАВНЕНИЮ Б Е Р Н У Л Л И : 

~V2 — 
p-^ + p + pgz= CONST. 

ОДНАКО СКОРОСТЬ V И ДАВЛЕНИЕ р ПРЕДСТАВЛЯЮТ СОБОЙ ОСРЕДНЕН-
НЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. ДОПУЩЕНИЯ, НА КОТОРЫХ ОСНОВАНО ПРИМЕНЕНИЕ ЭТОГО 
УРАВНЕНИЯ, ОТНОСЯТСЯ ИМЕННО К СРЕДНЕМУ ДВИЖЕНИЮ, Т. Е. ИМЕННО 
СРЕДНЕЕ ДВИЖЕНИЕ ДОЛЖНО БЫТЬ СТАЦИОНАРНЫМ, БЕЗВИХРЕВЫМ И ЛИШЕН­
НЫМ ВЯЗКОГО ТРЕНИЯ (НЕСМОТРЯ НА ТОТ ФАКТ, ЧТО ФАКТИЧЕСКОЕ ДВИЖЕ­
НИЕ НА САМОМ ДЕЛЕ ВСЕГДА НЕСТАЦИОНАРНОЕ, ВИХРЕВОЕ И СВЯЗАНО 
С ТРЕНИЕМ). 

ТАКИМ ОБРАЗОМ, ПОДТВЕРЖДАЕТСЯ ЗАКОННОСТЬ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ П Р И ­
МЕРОВ С ТУРБУЛЕНТНЫМ ДВИЖЕНИЕМ, КАК ЭТО ДЕЛАЛОСЬ В ПРЕДЫДУЩИХ 
ГЛАВАХ, ДЛЯ ИЛЛЮСТРАЦИИ РАЗЛИЧНЫХ СООБРАЖЕНИЙ О БЕЗВИХРЕВОМ 
ДВИЖЕНИИ. 
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Н а п р а к т и к е ф л у к т у а ц и и д а в л е н и я р' о ч е н ь м а л ы п о с р а в н е н и ю 
с ф а к т и ч е с к и м д а в л е н и е м р, так что р ~ р. С д р у г о й с т о р о н ы , силы 
в я з к о с т и р у 2 V, о б у с л о в л е н н ы е с р е д н и м д в и ж е н и е м , в о б щ е м малы 
п о с р а в н е н и ю с д р у г и м и с и л а м и , в ч а с т н о с т и с с и л а м и к о н в е к т и в н о й 
и н е р ц и и , в ы з в а н н ы м и т у р б у л е н т н ы м и ф л у к т у а ц и я м и . В я з к и м и с и ­
л а м и ч а с т о м о ж н о п р е н е б р е ч ь , з а и с к л ю ч е н и е м с л у ч а я л а м и н а р н о г о 
п о г р а н и ч н о г о с л о я . 

С н а ч а л а н а д о р а с с м о т р е т ь в л и я н и е ф л у к т у а ц и о н н ы х к о н в е к т и в ­
н ы х с и л н а с р е д н е е д в и ж е н и е . З а т е м т р е б у е т с я у с т а н о в и т ь с о о т н о ­
ш е н и е м е ж д у в е л и ч и н а м и с р е д н е й с к о р о с т и и ф л у к т у а ц и о н н о й ско­
р о с т и . П о с к о л ь к у д о б а в л я ю т с я новые н е и з в е с т н ы е V (И', г / , W'), 
то н е о б х о д и м ы новые у р а в н е н и я , чтобы э т у г и д р а в л и ч е с к у ю п р о ­
б л е м у м о ж н о было р е ш и т ь . Эти в о п р о с ы б у д у т р а с с м о т р е н ы н и ж е . 

V I I - 5 . У р а в н е н и я Р е й н о л ь д с а 

Т е п е р ь мы п р и р а в н я е м д р у г к д р у г у п р и л о ж е н н ы е с и л ы и с и л ы 
и н е р ц и и в т у р б у л е н т н о м п о т о к е в ф о р м е так н а з ы в а е м ы х у р а в н е н и й 
Р е й н о л ь д с а . 

V I I - 5 . 1 . С у щ н о с т ь у р а в н е н и й Р е й н о л ь д с а . У р а в н е н и я Р е й н о л ь д с а 
п о л у ч а ю т с я , е с л и в ы р а з и т ь каяодую с и л у в у р а в н е н и я х Н а в ь е — 
Стокса в в и д е ф у н к ц и и от с р е д н и х в е л и ч и н V (И, V, W) и ф л у к т у а ­
ц и о н н ы х в е л и ч и н V (И', V', W') и п р о и з в е с т и о с р е д н е н и е . У р а в н е ­
н и е Р е й н о л ь д с а п р е д с т а в л я е т с о б о й в ы р а ж е н и е н ь ю т о н о в с к о г о у р а в ­
н е н и я д в и ж е н и я д л я с л у ч а я , к о г д а д в и ж е н и е т у р б у л е н т н о . 

П о с к о л ь к у с о о т в е т с т в у ю щ и е в ы р а ж е н и я д л я к а ж д о й и з с р е д н и х 
с и л б ы л и н а й д е н ы в п р е д ы д у щ и х р а з д е л а х , то мы м о ж е м п р я м о п о л у ­
чить у р а в н е н и я Р е й н о л ь д с а , п р и р а в н и в а я с у м м у н а й д е н н ы х в ы р а ж е ­
н и й н у л ю . Н а п о м н и м , что к а ж д а я с и л а имеет т а к у ю ж е математиче­
с к у ю ф о р м у , к а к в у р а в н е н и и Н а в ь е — С т о к с а , в ы р а ж е н н о м ч е р е з 
ф у н к ц и и с р е д н и х в е л и ч и н с к о р о с т и и д а в л е н и я . О д н а к о в о з н и к а ю т 
д о п о л н и т е л ь н ы е с и л ы к о н в е к т и в н о й и н е р ц и и , о б у с л о в л е н н ы е ф л у к -
т у а ц и о н н ы м и ч л е н а м и . Н а п р и м е р , с р е д н я я в е л и ч и н а к в а д р а т и ч н о г о 
ч л е н а и н е р ц и и pu DULDX б у д е т ри DULDX = РИ DULDX + PU'DU'/DX. 
П о э т о м у у р а в н е н и е д в и ж е н и я , с п р а в е д л и в о е д л я о с р е д н е н н о г о дви­
ж е н и я , м о ж н о п р я м о з а п и с а т ь в в и д е 

f ди , — ди . — ди , — ди , , ди' , ,, ди' , , ди' \ 

Локаль- Конвективная инерция, Конвективная инерция, обусло-
ная обусловленная средними вленная флуктуационными 

инерция скоростями скоростями 

= -^(Р + p g z ) + p v 2 " -
Давле- Тя- Сила 

ние жесть вязкости 
П о с к о л ь к у д л я о с е й OY и OZ все в ы к л а д к и о с в е р ш е н н о иден­

т и ч н ы , о г р а н и ч и м с я р а с с м о т р е н и е м т о л ь к о у р а в н е н и я д в и ж е н и я 
д л я о с и ОХ. 
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V I I - 5 . 2 . Н а п р я ж е н и я Р е й н о л ь д с а . П о к а р а с с м а т р и в а е т с я т о л ь к о 
с р е д н е е д в и ж е н и е , с и л ы к о н в е к т и в н о й и н е р ц и и , о б у с л о в л е н н ы е 
ф л у к т у а ц и о н н ы м и к о м п о н е н т а м и с к о р о с т и , м о г у т р а с с м а т р и в а т ь с я 
как в н е ш н и е с и л ы , а н а л о г и ч н ы е с и л а м д а в л е н и я и л и в я з к о с т и . Ч т о б ы 
п е р е й т и к т а к о м у м е т о д у и с с л е д о в а н и я т у р б у л е н т н ы х э ф ф е к т о в , 
н е о б х о д и м о п р е о б р а з о в а т ь п о л у ч е н н о е выше у р а в н е н и е . 

Р а с с м а т р и в а я к о н в е к т и в н у ю и н е р ц и ю , о б у с л о в л е н н у ю ф л у к ­
т у а ц и о н н ы м и к о м п о н е н т а м и с к о р о с т и , в в и д е , д а н н о м в V I I - 5 . 1 , 

ди' . , ди' 
"я Г" v—z— 

дх 1 ду 
-W 

,, ди' \ 
dz ) 

и д о б а в л я я к н е й р а в н у ю н у л ю в е л и ч и н у 

РИ ди' . ди' 
дх ' ду ~ dz ) 

п о л у ч е н н у ю и з у р а в н е н и я н е р а з р ы в н о с т и (см. V I I - 3 ) , п о л у ч а е м с л е ­
д у ю щ е е в ы р а ж е н и е , в к о т о р о м ч л е н ы п о п а р н о с г р у п п и р о в а н ы : 

Р \ U ^х~ + и ИГ + и Hy-+U -dy~ + W ^ + U —) 
, ди' 

ИЛИ 

ди' du'v' du'w' 
дх ду dz 

Т е п е р ь , п о д с т а в л я я эти ч л е н ы (и а н а л о г и ч н ы е ч л е н ы , п о л у ч е н ­
ные д л я н а п р а в л е н и й OY и OZ) в о б щ и е у р а в н е н и я д в и ж е н и я , п о л у ­
чаем так н а з ы в а е м ы е у р а в н е н и я Р е й н о л ь д с а : 

/ ди . 

Р{Ж + 
— ди , . ди 
И——\-V 

дх ду W ди 
~dz 

? (Р + Р ^ + р у 2 " — дх 
Локаль­

ная 
инерция 

Конвективная инерция Силы 
давления 

и тяжести 
Силы 

вязкости 

(ди'' 

•Р[-эТ 
du'v' 

ду 
du'w' 

dz 
Силы, обусловленные турбу­

лентными флуктуациями 

п( dv - dv - dv - dv \ д ,- , . , „ -
pUr ^ ^ + ^ + ^ ) = - ^ ( p + p ^ ) + H - v 2 ^ -

Локаль­
ная 

инерция 
Конвективная инерция Силы 

давления 
и тяжести 

Силы 
вязкости 

du'v' 
дх 

^1 
ду 

dv' w' 
dz 

Силы, обусловленные турбу­
лентными флуктуациями 
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dw , — dw , - dw , — dw \ d , — , ч , <> ~ 

Локаль- Конвективная инерция Силы Силы ная давления вязкости инерция и тяжести 

Р 
du'w' . du'uj' . dw'" 

dx ' dy ' dz 
Силы, обусловленные турбу­лентными флуктуациями 

ОТМЕТИМ ЕЩЕ РАЗ, ЧТО ЭТИ УРАВНЕНИЯ РЕЙНОЛЬДСА ОЧЕНЬ ПОХОЖИ 
НА УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ — СТОКСА. РАЗЛИЧИЕ ЗАКЛЮЧАЕТСЯ ТОЛЬКО В НА­
ЛИЧИИ СИЛ КОНВЕКТИВНОЙ ИНЕРЦИИ, ОБУСЛОВЛЕННЫХ ТУРБУЛЕНТНЫМИ 
ФЛУКТУАЦИЯМИ, И ТЕМ, ЧТО ОСТАЛЬНЫЕ СИЛЫ ПРЕДСТАВЛЕНЫ КАК ФУНК­
ЦИИ ОТ СРЕДНИХ ВЕЛИЧИН СКОРОСТИ И ДАВЛЕНИЯ. 

СИЛЫ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ ТУРБУЛЕНТНЫМИ ФЛУКТУАЦИЯМИ, ТАК НАЗЫ­
ВАЕМЫЕ «НАПРЯЖЕНИЯ РЕЙНОЛЬДСА», МОГУТ БЫТЬ ОПРЕДЕЛЕНЫ КАК ТЕН­
ЗОР ВТОРОГО РАНГА, ГДЕ НОРМАЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ВЫРАЖАЮТСЯ ЧЛЕ­
НАМИ ри?, А КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ — ЧЛЕНАМИ рщи), ПРИЧЕМ 
i + j . 

VI 1-5.3. ВЕЛИЧИНА КОМПОНЕНТ ЛАМЕ В ТУРБУЛЕНТНОМ ДВИЖЕНИИ. 
ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ ФИЗИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ СИЛ, ОБУСЛОВЛЕННЫХ ТУР­
БУЛЕНТНЫМИ ФЛУКТУАЦИЯМИ, ИСПОЛЬЗУЮТСЯ ПРИВЕДЕННЫЕ В VI-I .3 
ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ПРИЛОЖЕННЫХ СИЛ, НЕ ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ФИЗИЧЕСКОЙ 
ПРИРОДЫ ПОСЛЕДНИХ. НАПОМНИМ, ЧТО, НАПРИМЕР, ПРИЛОЖЕННЫЕ СИЛЫ, 
ДЕЙСТВУЮЩИЕ ВДОЛЬ ОСИ ОХ, ВЫРАЖАЮТСЯ В ВИДЕ X ДЛЯ МАССОВЫХ 
СИЛ И В ВИДЕ КОМПОНЕНТ а И Т ТЕНЗОРА ВТОРОГО РАНГА ДЛЯ ВНЕШНИХ 
СИЛ, Т. Е. ИМЕЮТ ВИД 

у I ( дОХх I дтху . ОХхг 
т V Ох "г" dy ~г dz 

СРЕДНЯЯ ВЕЛИЧИНА ФЛУКТУАЦИОННЫХ ЧЛЕНОВ (НАПРИМЕР о'хх) РАВНА 
НУЛЮ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ: 

т 
Y j~Oxxdt=:0. 

О 

ПОЭТОМУ ПРОЦЕДУРА ОСРЕДНЕНИЯ ЭТИХ ЧЛЕНОВ (КОТОРЫЕ ЛИБО ПОСТО­
ЯННЫ, КАК X, ЛИБО ЛИНЕЙНЫ) ДАЕТ ДЛЯ ПРИЛОЖЕННЫХ СИЛ 

Г 
1 j[x + (-dk°** + -kr*y + i ^ ) ] d t = т 

О 

- А + ж °хх+~dj т*у "1" ~оЧх"-
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ПОДСТАВЛЯЯ ЭТО ВЫРАЖЕНИЕ В УРАВНЕНИЕ РЕЙНОЛЬДСА ВМЕСТО ДЕЙ­
СТВИТЕЛЬНЫХ ЧЛЕНОВ ДАВЛЕНИЯ, ТЯЖЕСТИ И ВЯЗКОСТИ, НАХОДИМ 

du у . / d , d . d \ / du'2 . cu'v' . du'w' \ 
P Hi ~ + \ di°xx^'Ty~Xx'J^"diXxz ) ~\—Qx~-V—Yy dz~) ' 

ЧТО МОЖНО ТАКЖЕ ЗАПИСАТЬ В ВИДЕ 

du ~ir , д 1 ,t\ , d . —— v . d , ——7Ч 

P ~ft = X+-fo \axx~pU )+-^-(Txy — pU V)+—(XXZ-PU W ) . 

ИЗ ЭТОГО УРАВНЕНИЯ ВИДНО, ЧТО ФЛУКТУАЦИОННЫЕ ЧЛЕНЫ МОЖНО 
РАССМАТРИВАТЬ КАК ВНЕШНИЕ СИЛЫ, КОТОРЫЕ ДОБАВЛЕНЫ К ДРУГИМ СИЛАМ, 
ОПРЕДЕЛЯЕМЫМ НОРМАЛЬНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ о И КАСАТЕЛЬНЫМИ НА­
ПРЯЖЕНИЯМИ Т. ТАКИМ ОБРАЗОМ, НОВЫЕ ВНЕШНИЕ СИЛЫ ТЕПЕРЬ БУДУТ: 

НОРМАЛЬНАЯ СИЛА — [охх] = ахх — ри'2 = —р + 2[idu/dx — РИ'2 

КАСАТЕЛЬНОЕ НАПРЯЖЕНИЕ — [ххи] = ххи — pu'v' = + Р, (ди/ду + 
+ dv/дх) — pu'v' И Т. Д. ЭГИ НОВЫЕ ПОЛНЫЕ ВНЕШНИЕ СИЛЫ ТАКЖЕ 
МОГУТ БЫТЬ ОПРЕДЕЛЕНЫ ТЕНЗОРОМ ВТОРОГО РАНГА, ПОДОБНЫМ ТЕНЗОРУ, 
ОПРЕДЕЛЕННОМУ В V-5.3 . 

VII-5 .4 . ОБЫЧНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ. НА ПРАКТИКЕ В ТУРБУЛЕНТНОМ 
ПОТОКЕ СИЛЫ ВЯЗКОСТИ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ СРЕДНЕЙ СКОРОСТЬЮ, ОЧЕНЬ 
ЧАСТО ПРЕНЕБРЕЖИМО МАЛЫ ПО СРАВНЕНИЮ С ДРУГИМИ СИЛАМИ, В ЧАСТ­
НОСТИ ПО СРАВНЕНИЮ С КАСАТЕЛЬНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ, ОБУСЛОВЛЕН­
НЫМИ ФЛУКТУАЦИЯМИ СКОРОСТИ: pu'v', pu'w' И pv'w'. ОДНАКО В ЯВЛЕ­
НИЯХ, В КОТОРЫХ ТРЕБУЕТСЯ АНАЛИЗИРОВАТЬ ЭФФЕКТЫ ПОГРАНИЧНОГО 
ЛАМИНАРНОГО СЛОЯ, РАССМАТРИВАЮТСЯ КАК ВЯЗКИЕ, ТАК И ТУРБУЛЕНТ­
НЫЕ КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ. 

VII -5 .5 . КОЭФФИЦИЕНТЫ КОРРЕЛЯЦИИ И ИЗОТРОПНАЯ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ. 
СОГЛАСНО ОПРЕДЕЛЕНИЮ, ПРИ ИЗОТРОПНОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ СРЕДНЯЯ 
ВЕЛИЧИНА ЛЮБОЙ ФУНКЦИИ ОТ КОМПОНЕНТ ФЛУКТУАЦИОННОЙ СКОРОСТИ 
И ИХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ОСТАЕТСЯ НЕИЗМЕННОЙ ПРИ ПЕРЕ-' 
МЕНЕ ОСЕЙ КООРДИНАТ. В ЧАСТНОСТИ, 

и'2 ;=Р= w'z; U V = WVR = z / V . 

ОЧЕВИДНО, ЧТО ИЗОТРОПНОСТЬ СИЛЬНО УПРОЩАЕТ ВСЕ ВЫКЛАДКИ И 
ВЫЧИСЛЕНИЯ. ОДНАКО ЭТО ДОПУЩЕНИЕ ОБЫЧНО СПРАВЕДЛИВО ЛИШЬ 
ЛОКАЛЬНО. ИЗ-ЗА ВЛИЯНИЯ ГРАНИЦ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ НЕ ЯВЛЯЕТСЯ ИЗО­
ТРОПНОЙ И ПРОИЗВЕДЕНИЯ и'v', u'w' И v'w' МОГУТ РАЗЛИЧАТЬСЯ МЕЖДУ 
СОБОЙ. МЕЖДУ ВЕЛИЧИНАМИ и' И Г/, и' И w', v' И w' СУЩЕСТВУЕТ КОР­
РЕЛЯЦИЯ, ОПРЕДЕЛЯЕМАЯ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

u'v' u'w' v'w' 

V u'% v'2 "Vи'2 w'% V" v'* w1' 

В СЛУЧАЕ ИЗОТРОПНОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ ЭТИ КОЭФФИЦИЕНТЫ РАВНЫ 
НУЛЮ. ПОСКОЛЬКУ СИЛЫ КОНВЕКТИВНОЙ ИНЕРЦИИ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ 
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ФЛУКТУАЦИЯМИ СКОРОСТИ, ЯВЛЯЮТСЯ ФУНКЦИЯМИ ОТ и'2, Г / 2 , w'2, u'v\, 

u'w', v'w', ТО ОНИ МОГУТ БЫТЬ ВЫРАЖЕНЫ НЕПОСРЕДСТВЕННО КАК ФУНК­
ЦИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ КОРРЕЛЯЦИИ, КОТОРЫЕ БЕЗРАЗМЕРНЫ. 

УПРАЖНЕНИЯ 

VII-1. Выразите grad (F 2/2) и (rotV) X V через величины и, и', v, v\ 
w, w' в турбулентном потоке. 

VII-2. Выразите осредненное отношение деформации растяжения к дефом 
мации сдвига с помощью средней и флуктуационной компонент скорости в тур-З 
булентном потоке. 

VII-3. Проведите произвольную линию и (t) на миллиметровке и найдите 
и и [ ц ' 2 ] 1 / г . На том же графике проведите другую произвольную линию v (t): 
и найдите v и [ у ' 2 ] 1 ' ' 2 . Определите величину коэффициента корреляции' 
iTP/ [u'2v'2]l'K 

VII-4. Покажите, что уравнения Рейнольдса можно также записать в виде 

ди . — ди . - ди , — ди д Г р , ди ~Гг~\ . 

•дГ + и -dX-+vW+u"dT = 'dx-lJ + v'oJ~u J + 
. д Г ( ди , ди \ — г — , ~ \ , д Г ( ди , dw \ — . — т ~ \ 

+ v\-W + -ax-) ~ и
 " J + ^ L V Ы + 1 Г ) ~ И W \ 

И двух других уравнений, которые требуется вывести. Укажите преимущества; 
такой формы записи уравнений Рейнольдса. 

VII-5. Запишите уравнение Рейнольдса для случая среднего двухмерного 
движения. Запишите уравнение Рейнольдса в случае изотропной турбулент-; 
ности {и'2 = v'2, u'v' = 0). 

VII-6. Запишите уравнение Рейнольдса для прямой трубы кругового сече­
ния и покажите, что давление на оси трубы слабее, чем у стенки. 

VII-7. Найдите выражение для диссипативной функции, обусловленной 
турбулентной флуктуацией, в виде функции только от du'/dy в случае изотроп­
ной турбулентности. 

Глава VIII 

Т У Р Б У Л Е Н Т Н О С Т Ь . Ф И З И Ч Е С К И Е Э Ф Ф Е К Т Ы . 

С О В Р Е М Е Н Н Ы Е Т Е О Р И И 

V I I I - 1 . НЕКОТОРЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ ЭФФЕКТЫ ТУРБУЛЕНТНЫХ ФЛУКТУАЦИИ 

СЛЕДУЮЩИЕ НИЖЕ РАССУЖДЕНИЯ НОСЯТ ЧИСТО КАЧЕСТВЕННЫЙ ХАРАК­
Т Е Р . Н Е К О Т О Р Ы Е ИЗ НИХ БУДУТ КОЛИЧЕСТВЕННО ПРОАНАЛИЗИРОВАНЫ В 
ДАЛЬНЕЙШИХ РАЗДЕЛАХ. 

V I I I - 1 . 1 . РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ ЗА-! 
ВИСИТ ОТ КАСАТЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ, СЛЕДОВАТЕЛЬНО, ОНО ЗАВИСИТ 
ОТ ВЯЗКИХ СИЛ И ТУРБУЛЕНТНЫХ ФЛУКТУАЦИИ, Т. Е. ОТ ЧЛЕНОВ pu'v', 
pu'w', pv'w'. 

ЭФФЕКТЫ СИЛ ВЯЗКОСТИ БЕЗ УЧЕТА ТУРБУЛЕНТНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
Б Ы Л И УЖЕ РАССМОТРЕНЫ В ОДНОМ ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ (СМ. V I - 2 . 1 . 2 ) . П О Л У -

ЧЕННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ В СЛУЧАЕ ЛАМИНАРНОГО ПОТОКА НА 
НАКЛОННОЙ ПЛОСКОСТИ БЫЛО ПАРАБОЛИЧЕСКИМ. 

ВЛИЯНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ ФЛУКТУАЦИИ НА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ 
МОЖНО КАЧЕСТВЕННО РАССМОТРЕТЬ С ПОМОЩЬЮ СЛЕДУЮЩЕЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ 
АНАЛОГИИ. 

VI1I-1 .1 .1 . А Н А Л О Г И Я С Э Л Е М Е Н Т А Р Н О Й М Е Х А Н И ­
К О Й . РАССМОТРИМ ДВА ВОЕННЫХ КОРАБЛЯ, ДВИЖУЩИХСЯ В ОДИНАКОВОМ 
НАПРАВЛЕНИИ С РАЗЛИЧНЫМИ СКОРОСТЯМИ Vx И V2, ПРИЧЕМ Vx > V2. 
ЕСЛИ С КОРАБЛЯ 1 ВЫПУ­
ЩЕНО В ДРУГОЙ КОРАБЛЬ 
ЯДРО МАССЫ М, ЛЕТЯЩЕЕ СО 
СКОРОСТЬЮ V ОТНОСИТЕЛЬНО 

Рис. V111 -1 . Обмен импуль- Рис. VII1-2. Обмен импульсами между двумя 
сами между двумя военными слоями жидкости при турбулентности, 

кораблями. 

ПЕРВОГО КОРАБЛЯ, ТО АБСОЛЮТНАЯ СКОРОСТЬ ЯДРА БУДЕТ РАВНА V = 
= Vx + V . З А СЧЕТ КОМПОНЕНТЫ V ВТОРОМУ КОРАБЛЮ П Р И ПОПАДА­
НИИ В НЕГО ЯДРА ПЕРЕДАЕТСЯ ОПРЕДЕЛЕННОЕ КОЛИЧЕСТВО Д В И Ж Е Н И Я , 
А ПОСКОЛЬКУ F X > V2, ТО ЭТО КОЛИЧЕСТВО ДВИЖЕНИЯ УСКОРЯЕТ ДВИ­
ЖЕНИЕ КОРАБЛЯ 2 (РИС. V I I I - 1 ) . 

АНАЛОГИЧНО, Я Д Р О , ВЫПУЩЕННОЕ С КОРАБЛЯ 2 В КОРАБЛЬ 1, СНИ­
ЖАЕТ СКОРОСТЬ КОРАБЛЯ 1. ОДНИМ СЛОВОМ, ЗА СЧЕТ ОБМЕНА КОЛИЧЕСТВОМ 
ДВИЖЕНИЯ СКОРОСТИ КОРАБЛЕЙ ИМЕЮТ ТЕНДЕНЦИЮ К ВЫРАВНИВАНИЮ. 

«КАСАТЕЛЬНОЕ НАПРЯЖЕНИЕ» МЕЖДУ ДВУМЯ КОРАБЛЯМИ, КОТОРОЕ 
ЯВЛЯЕТСЯ РЕАЛЬНОЙ СИЛОЙ В ЭТОМ ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ, РАВНО КОЛИЧЕСТВУ 
ДВИЖЕНИЯ, ПЕРЕДАННОМУ ЗА ЕДИНИЦУ ВРЕМЕНИ: F = d(MV)/dT, Т. Е . 
Т = MV (V-L — V2), ГДЕ М — МАССА Я Д Е Р , ВЫПУСКАЕМЫХ ЗА 1 С. 
ЭТО ВЫРАЖЕНИЕ ПОДОБНО ЧЛЕНУ ри' Г / , ГДЕ Р СТОИТ ВМЕСТО M,v" — ВМЕСТО 
V' И и' — ВМЕСТО ( Е Х — V2). 

VIII -1 .1 .2 . В Л И Я Н И Е К А С А Т Е Л Ь Н Ы Х Н А П Р Я Ж Е Н И Й 
Н А Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е С К О Р О С Т И . РАССМОТРИМ ДВА СЛОЯ 
ЖИДКОСТИ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ КАРТИНОЙ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ, Т. Е. О Г Р А ­
НИЧЕННЫХ ЛИНИЯМИ ТОКА, КАСАТЕЛЬНЫМИ К ВЕКТОРУ «СРЕДНЕЙ СКО­
РОСТИ» (РИС. V I I I - 2 ) . ПУСТЬ V X И V 2 — СРЕДНИЕ СКОРОСТИ ЭТИХ ДВУХ 
СЛОЕВ В ДАННОМ ПОПЕРЕЧНОМ СЕЧЕНИИ. МГНОВЕННАЯ СКОРОСТЬ VJ_ Я В ­
ЛЯЕТСЯ СУММОЙ СРЕДНЕЙ СКОРОСТИ V X И ФЛУКТУАЦИИ V I , Т. Е. V X = V I -Ь 
+ V ^ . ФЛУКТУАЦИОННАЯ СКОРОСТЬ \ ' Х ИМЕЕТ ДВЕ КОМПОНЕНТЫ: v[ — 
НОРМАЛЬНУЮ К СРЕДНЕЙ СКОРОСТИ И v'2 — ПАРАЛЛЕЛЬНУЮ СРЕДНЕЙ 
СКОРОСТИ. 
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ЗА СЧЕТ НОРМАЛЬНОЙ КОМПОНЕНТЫ vx НЕКОТОРОЕ КОЛИЧЕСТВО ЖИД­
КОСТИ, ДВИЖУЩЕЙСЯ СО СРЕДНЕЙ СКОРОСТЬЮ \ Х , ПРОНИКАЕТ ИЗ СЛОЯ 1 
В СЛОЙ 2, И, ПОСКОЛЬКУ СКОРОСТЬ V ! МЕНЬШЕ, ЧЕМ СРЕДНЯЯ СКОРОСТЬ 
ВТОРОГО СЛОЯ V 2 , ТО ПРОНИКШЕЕ КОЛИЧЕСТВО ЖИДКОСТИ ТОРМОЗИТ СЛОЙ 2. 
АНАЛОГИЧНО, КОЛИЧЕСТВО ЖИДКОСТИ, ПРОНИКАЮЩЕЕ ЗА СЧЕТ ФЛУКТУА­
ЦИИ СКОРОСТИ ИЗ СЛОЯ 2 В СЛОЙ 1, СТРЕМИТСЯ УСКОРИТЬ СЛОЙ 1. КОРОЧЕ 

ГОВОРЯ, ЗА СЧЕТ ТУРБУЛЕНТНОСТИ СРЕДНИЕ 
СКОРОСТИ ДВУХ СМЕЖНЫХ СЛОЕВ ИМЕЮТ ТЕН­
ДЕНЦИЮ К ВЫРАВНИВАНИЮ. МЫ ВИДИМ, ЧТО 
СИЛЫ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ ФЛУКТУАЦИЯМИ СКО-! 
РОСТИ, ФИЗИЧЕСКИ ДЕЙСТВУЮТ КАК ВНЕШНИЕ 
СИЛЫ, ВЫЗЫВАЮЩИЕ КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯ­
ЖЕНИЯ. 

VIII -1 .1 .3 . С Р А В Н Е Н И Е Д Р У Г 
С Д Р У Г О М П О Т О К А И Д Е А Л Ь Н О Й ! 
Ж И Д К О С Т И , П О Т О К А В Я З К О Й 
Ж И Д К О С Т И И Т У Р Б У Л Е Н Т Н О Г О 
П О Т О К А . В ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКЕ ТУР­
БУЛЕНТНЫЕ КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ОБЫЧ­
НО БОЛЕЕ ЗНАЧИТЕЛЬНЫ, ЧЕМ КАСАТЕЛЬНЫЕ 

НАПРЯЖЕНИЯ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ ВЯЗКОСТЬЮ. ПОЭТОМУ СРЕДНЕЕ ДВИЖЕНИЕ 
ПО ХАРАКТЕРУ НЕСКОЛЬКО ПРИБЛИЖАЕТСЯ К ДВИЖЕНИЮ ИДЕАЛЬНОЙ 
ЖИДКОСТИ. 

Рис. VII1-3. Касательные 
напряжения, обусловлен­
ные турбулентностью, 
уменьшаются вблизи гра­
ницы, в то время как силы 

вязкости возрастают. 

ОДНАКО В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ ЧЛЕНЫ ВИДА pu'v' СТРЕМЯТСЯ К НУЛЮ, 
ПОСКОЛЬКУ КОМПОНЕНТА и' СТРЕМИТСЯ К НУЛЮ У ГРАНИЦЫ (РИС. VIII-3) . 

8) . в) 
Рис. VII1-4. Распре­
деление скорости в 

трубе. 
а — поток идеальной 
жидкости; б — ламинар­
ный поток; в — турбу­

лентный поток. 

ВЯЗКИЕ ЖЕ ЧЛЕНЫ ВИДА Р д2и/ду2, НАОБОРОТ, УВЕЛИЧИВАЮТСЯ У ГРА­
НИЦЫ И СТАНОВЯТСЯ ОСОБЕННО СУЩЕСТВЕННЫМИ, ЕСЛИ ГРАНИЦА ГЛАДКАЯ. 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СРЕДНЕЙ СКОРОСТИ В ТРУБЕ, ПОКАЗАННОЕ НА: 
РИС. VIII -4 , СООТВЕТСТВУЕТ РАЗЛИЧНЫМ ДОПУЩЕНИЯМ ОТНОСИТЕЛЬНО 
КАСАТЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ И ИЛЛЮСТРИРУЕТ СКАЗАННОЕ ВЫШЕ. 

КОЛИЧЕСТВЕННОЕ ИЗУЧЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СКОРОСТИ В ТУРБУЛЕНТ­
НОМ ПОТОКЕ ЗАВИСИТ ОТ ДОПУЩЕНИЙ ОТНОСИТЕЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕЛИ­
ЧИНЫ КАСАТЕЛЬНОГО НАПРЯЖЕНИЯ Т. В ДАЛЬНЕЙШЕМ МЫ РАССМОТРИМ 
ЭТОТ ВОПРОС. 

VIII -1 .2 . БЕЗВИХРЕВОЕ ДВИЖЕНИЕ. ТУРБУЛЕНТНОЕ ДВИЖЕНИЕ ЯВ­
ЛЯЕТСЯ СУЩЕСТВЕННО ВИХРЕВЫМ, ПОСКОЛЬКУ ФАКТИЧЕСКИЕ СИЛЫ ТРЕНИЯ 
ИГРАЮТ ВАЖНУЮ РОЛЬ. ОДНАКО ВИХРЕВОЕ ДВИЖЕНИЕ ЯВЛЯЕТСЯ ЗДЕСЬ 
НЕУПОРЯДОЧЕННЫМ, КАК И ТУРБУЛЕНТНЫЕ ПУЛЬСАЦИИ, И В СЛУЧАЕ ИЗО­
ТРОПНОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ СРЕДНЕЕ ДВИЖЕНИЕ ЯВЛЯЕТСЯ БЕЗВИХРЕВЫМ 

ЭТОТ ВЫВОД МОЖНО ПОЛУЧИТЬ, РАССМАТРИВАЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКО­
РОСТИ. МЫ ВИДЕЛИ, ЧТО В ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКЕ СКОРОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНА 
ПОЧТИ КАК В СЛУЧАЕ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ, ЗА ИСКЛЮЧЕНИЕМ ЗОНЫ ПО­
ГРАНИЧНОГО СЛОЯ. ТАМ, ГДЕ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ НЕ ИЗОТРОПНА, ПОТОК 

Рис. VIII-5. Турбулентный поток часто можно рассматри­
вать как безвихревой. 

а — идеальная жидкость; безвихревое движение; б — ламинарный по­
ток; вихревое движение; в — турбулентный поток; среднее движение 

является безвихревым всюду, кроме пограничного слоя. 

ЯВЛЯЕТСЯ ВИХРЕВЫМ, НО ЗА ПРЕДЕЛАМИ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ ТУРБУЛЕНТ­
НОСТЬ ПОЧТИ ИЗОТРОПНА В ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ. ПОЭТОМУ, ЕСЛИ ПОГРА­
НИЧНЫЙ СЛОЙ ОТНОСИТЕЛЬНО ТОНОК ПО СРАВНЕНИЮ С ОСНОВНЫМ ПОТОКОМ, 
ТО ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ И РАСЧЕТА ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА С УСПЕХОМ МОЖНО 

Рис. VII1-6. К силам давления необходимо добавить члены, 
обусловленные турбулентными флуктуациями. 

ПРИМЕНЯТЬ РЯД МЕТОДОВ, РАЗРАБОТАННЫХ ДЛЯ СЛУЧАЯ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКО­
СТИ. ОЧЕВИДНО, ЧТО ТАКОЕ ДОПУЩЕНИЕ ОСОБЕННО ВАЖНО В ИНЖЕНЕР­
НОЙ ПРАКТИКЕ, ПОСКОЛЬКУ ОНО ПОЗВОЛЯЕТ ПОЛУЧАТЬ КАРТИНУ СРЕДНЕГО 
ПОТОКА В ЛЮБОМ СУЖАЮЩЕМСЯ (КОНВЕРГЕНТНОМ) ГИДРОТЕХНИЧЕСКОМ 
СООРУЖЕНИИ НЕБОЛЬШОЙ ДЛИНЫ, НАПРИМЕР В ГАЛЛЕРЕЕ С РАСТРУБОМ 
ИЛИ ВОДОСЛИВЕ (СМ. РИС. П - 1 3 И 11-14). 

ВЫСКАЗАННЫЕ СООБРАЖЕНИЯ ИЛЛЮСТРИРУЮТСЯ ТАКЖЕ РИС. VII I -5 . 
VIII -1 .3 . ДАВЛЕНИЕ. РАССМАТРИВАЯ НОРМАЛЬНЫЕ СИЛЫ [О] = — р + 

+ 2Ц. duldx — ри'2 И ПРЕНЕБРЕГАЯ ВЯЗКИМ ЧЛЕНОМ 2[idu/dx, МЫ 
ВИДИМ, ЧТО К СИЛЕ ДАВЛЕНИЯ НАДО ДОБАВИТЬ ФЛУКТУАЦИОННУЮ СИЛУ, 
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ЧТО ПРИВОДИТ К УВЕЛИЧЕНИЮ ОСРЕДНЕННОЙ ВЕЛИЧИНЫ ДАВЛЕНИЯ. НЕ­
КОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ ИЛЛЮСТРИРУЮТ ЭТОТ ФАКТ. 

ИЗ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ ГИДРАВЛИКИ ИЗВЕСТНО, ЧТО В ОСНОВЕ ТЕОРИИ ГИД­
РАВЛИЧЕСКОГО ПРЫЖКА ЛЕЖИТ РАВЕНСТВО МЕЖДУ ВНЕШНЕЙ СИЛОЙ И ИЗМЕ­
НЕНИЕМ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ, ПРИЧЕМ ЗА ВНЕШНЮЮ СИЛУ ПРИНИМАЕТСЯ 
РАЗНОСТЬ СИЛ ДАВЛЕНИЯ ДО И ПОСЛЕ ПРЫЖКА (РИС. VIII-6) . ЕСЛИ БЫТЬ 
БОЛЕЕ ТОЧНЫМ, ТО К СИЛАМ ДАВЛЕНИЯ НАДО ЕЩЕ ДОБАВИТЬ РАЗНОСТЬ ВЕЛИ-

h 
ЧИН j (ри'2) dh, ГДЕ h — ГЛУБИНА. НА ЭТОТ ЧЛЕН ОБЫЧНО НЕ УКАЗЫ-

о" 
ВАЮТ В УЧЕБНИКАХ, И ОН, В САМОМ ДЕЛЕ, ПРЕНЕБРЕЖИМО МАЛ. 

ОДНАКО ЭТОТ ЖЕ САМЫЙ ЧЛЕН ПОЗВОЛЯЕТ ОБЪЯСНИТЬ, ПОЧЕМУ ПРИ ДВИ­
ЖЕНИИ ТЕЛА СО СКОРОСТЬЮ V В НЕПОДВИЖНОЙ ВОДЕ ЕГО СОПРОТИВЛЕНИЕ 
ОТЛИЧАЕТСЯ ОТ СОПРОТИВЛЕНИЯ ТОГО ЖЕ ТЕЛА, ЗАКРЕПЛЕННОГО В ТУРБУ­
ЛЕНТНОМ ПОТОКЕ И ИМЕЮЩЕГО ТУ ЖЕ СРЕДНЮЮ СКОРОСТЬ V. ЭТО ТАК НАЗЫ­
ВАЕМЫЙ ПАРАДОКС ДЮБУА. УКАЗАННОЕ ЯВЛЕНИЕ ОБУСЛОВЛЕНО РАЗНОСТЬЮ 
ИМПУЛЬСА ри'2, ДЕЙСТВУЮЩЕГО НА ТЕЛО ПОДОБНО СИЛЕ ДАВЛЕНИЯ. ЭТА 
ДОБАВОЧНАЯ СИЛА ВОЗНИКАЕТ ТОЛЬКО ЗА СЧЕТ ТУРБУЛЕНТНОСТИ В ПОТОКЕ, 
ОБТЕКАЮЩЕМ ЗАКРЕПЛЕННОЕ ТЕЛО. 

VIII -2 . ТУРБУЛЕНТНЫЙ ПОТОК МЕЖДУ ДВУМЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ 
ПЛАСТИНАМИ 

VIII -2 .1 . УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ. РАССМОТРИМ ПРОСТОЙ СЛУЧАЙ ОДНО­
РОДНОГО СТАЦИОНАРНОГО ТУРБУЛЕНТНОГО ДВИЖЕНИЯ МЕЖДУ ДВУМЯ ГОРИ­
ЗОНТАЛЬНЫМИ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПЛАСТИНАМИ, ПОКАЗАННЫЙ НА pHC.VIII-7. 
ПОСКОЛЬКУ СРЕДНЕЕ ДВИЖЕНИЕ СТАЦИОНАРНО, СИЛЫ ЛОКАЛЬНОЙ ИНЕРЦИИ 
РАВНЫ НУЛЮ: Р du/dt = 0; Р dv/dt = 0; Р dw/dt = 0. ЕСЛИ ДОПУСТИТЬ, 
ЧТО ВЕКТОР СРЕДНЕЙ СКОРОСТИ ПАРАЛЛЕЛЕН ПЛОСКОСТЯМ И СОВПАДАЕТ 
ПО НАПРАВЛЕНИЮ С ОСЬЮ ОХ, ТО КОМПОНЕНТЫ v И w РАВНЫ НУЛЮ, 
И ВСЕ ЧЛЕНЫ УРАВНЕНИЙ РЕЙНОЛЬДСА, СОДЕРЖАЩИЕ ЭТИ ВЕЛИЧИНЫ, РАВНЫ 
НУЛЮ (СМ. VII-5 .2 ) . ПОСКОЛЬКУ СРЕДНЕЕ ДВИЖЕНИЕ ОДНОРОДНО, ТО 
ди/дх = 0, И ТОГДА ВСЕ ЧЛЕНЫ КОНВЕКТИВНОЙ ИНЕРЦИИ, КАК ЭТО ВСЕГДА 
БЫВАЕТ В ОДНОРОДНОМ ПОТОКЕ, РАВНЫ НУЛЮ. 

ПЕРЕХОДЯ К ФЛУКТУАЦИОННЫМ ЧЛЕНАМ, МЫ ВИДИМ, ЧТО ИЗМЕНЕНИЯ 

ВДОЛЬ ОСИ ОХ ВЕЛИЧИН и'2, v'2, w'2, u'v', u'w', v'w' РАВНЫ НУЛЮ, ПО­
СКОЛЬКУ ДВИЖЕНИЕ ОДНОРОДНО, А ТУРБУЛЕНТНОСТЬ В РАССМАТРИВАЕМОЙ 
ОБЛАСТИ ЯВЛЯЕТСЯ ПОЛНОСТЬЮ РАЗВИТОЙ. С ДРУГОЙ СТОРОНЫ, ИЗМЕНЕНИЯ 
ЭТИХ ВЕЛИЧИН ПО Y РАВНЫ НУЛЮ, ПОСКОЛЬКУ ОБЕ ПЛАСТИНЫ ПРЕДПОЛА­
ГАЮТСЯ БЕСКОНЕЧНЫМИ, А ДВИЖЕНИЕ — ДВУХМЕРНЫМ. 

ТАКИМ ОБРАЗОМ, УРАВНЕНИЯ РЕЙНОЛЬДСА СВОДЯТСЯ К: 

„ др* , д*и du'w' 

„ dp* dw'2 

° = - - З Г - Р - З Г ' 
114 

ГДЕ р* = р _[- pgz, В ТО ВРЕМЯ КАК ДЛЯ ЛАМИНАРНОГО ПОТОКА МЕЖДУ 
ДВУМЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПЛАСТИНАМИ УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ — СТОКСА ИМЕЛИ 
БЫ ВИД: 

л ДР* 1 Д'1И п ДР* 

VIII -2 .2 . ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ. ИНТЕГРИРУЯ ВТО­
РОЕ ИЗ ПОЛУЧЕННЫХ ВЫШЕ УРАВНЕНИЙ РЕЙНОЛЬДСА, ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО 
ПОЛУЧАЕМ: 

0 = (Р* + pw'*), Р* + pw'1 = CONST. 

ПУСТЬ ДАВЛЕНИЕ НА ГРАНИЦАХ РАВНО PJ. ПОСКОЛЬКУ w' = 0 НА ГРА­
НИЦАХ, ТО СРЕДНЕЕ ДАВЛЕНИЕ Р* В КАЖДОЙ ТОЧКЕ ПОТОКА МЕНЬШЕ, ЧЕМ 
СРЕДНЕЕ ДАВЛЕНИЕ НА ГРАНИЦЕ р*0, НА ВЕЛИЧИНУ РИ?'2. 

РИС . VIII-7. Турбулентный поток ме- Рис. VIII-8. Вторичные течения 
ЖДУ двумя параллельными линиями. в треугольной трубе. 

VIII -2 .3 . ИЗМЕНЕНИЕ СРЕДНЕГО ДАВЛЕНИЯ В ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКЕ. 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНО БЫЛО НАЙДЕНО, ЧТО ЕСЛИ ОБОЗНАЧИТЬ СРЕДНЮЮ 

СКОРОСТЬ МЕЖДУ ДВУМЯ ПЛАСТИНАМИ ЧЕРЕЗ U0, ТО u'^IU% < 0 ,01 , 

A v'VUo И w'2lUt < 0,0025. ОТСЮДА ВЕЛИЧИНА 

ВСЕГДА МЕНЬШЕ 0,0050, И ЕЮ МОЖНО ПРЕНЕБРЕЧЬ. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДАВЛЕ­
НИЯ В ТУРБУЛЕНТНОМ ОДНОРОДНОМ ПОТОКЕ ЯВЛЯЕТСЯ ГИДРОСТАТИЧЕСКИМ 
(ПО КРАЙНЕЙ МЕРЕ, С ТОЧНОСТЬЮ ДО 0,5%). 

VIII -2 .4 . ВТОРИЧНЫЕ ТЕЧЕНИЯ. ИЗМЕНЕНИЯ ДАВЛЕНИЯ, ОБУСЛОВЛЕН­
НЫЕ ФЛУКТУАЦИОННЫМИ ЧЛЕНАМИ, ПРИВОДЯТ К ВОЗНИКНОВЕНИЮ ВТОРИЧ­
НЫХ ТЕЧЕНИЙ В ПРЯМОЛИНЕЙНЫХ КАНАЛАХ И ТРУБАХ НЕКРУГОВОГО ПОПЕ­
РЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ. ВТОРИЧНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ИМЕЮТ МЕСТО, КОГДА В ПОТОКЕ 
СУЩЕСТВУЮТ НЕСИММЕТРИЧНЫЕ ЭФФЕКТЫ ТУРБУЛЕНТНЫХ КАСАТЕЛЬНЫХ 
НАПРЯЖЕНИЙ, Т. Е. ВСЯКИЙ РАЗ, КОГДА ГРАНИЦА НЕ ЯВЛЯЕТСЯ КРУГОВОЙ. 

ЭТИ ВТОРИЧНЫЕ ТЕЧЕНИЯ НАПРАВЛЕНЫ ИЗ ЗОН С ВЫСОКИМИ ЗНАЧЕ­
НИЯМИ КАСАТЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В ЗОНЫ ИХ ПОНИЖЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ, 
КАК ПОКАЗАНО НА РИС. VIII -8 . ОНИ СТРЕМЯТСЯ ВЫРОВНЯТЬ КАСАТЕЛЬНЫЕ 
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НАПРЯЖЕНИЯ НА ГРАНИЦЕ. ТАКИМ ОБРАЗОМ, ЭТИ ТЕЧЕНИЯ ЯВЛЯЮТСЯ ВТО­
РИЧНЫМИ ЛИШЬ ПО НАЗВАНИЮ: ОНИ ЧАСТИЧНО ОПРАВДЫВАЮТ ИСПОЛЬЗО­
ВАНИЕ ИНЖЕНЕРАМИ ТАКОГО ЭМПИРИЧЕСКОГО ПОНЯТИЯ, КАК ГИДРАВЛИЧЕ­
СКИЙ РАДИУС. НАПОМНИМ, ЧТО ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКОГО РАДИУСА 
ОСНОВАНО НА ДОПУЩЕНИИ, ЧТО КАСАТЕЛЬНОЕ НАПРЯЖЕНИЕ НА ГРАНИЦЕ 
ЯВЛЯЕТСЯ ПОСТОЯННЫМ. НАДО ХОРОШО ПРЕДСТАВЛЯТЬ СЕБЕ ПРЕДЕЛЫ ПРИ­
МЕНИМОСТИ ПОНЯТИЯ ГИДРАВЛИЧЕСКОГО РАДИУСА. ИЗМЕНЕНИЕ КАРТИНЫ 
ВТОРИЧНЫХ ТЕЧЕНИЙ В ПОТОКЕ ОКАЗЫВАЕТ ВЛИЯНИЕ НА ВЕЛИЧИНУ ПОТЕРЬ 
НАПОРА, ПРИЧЕМ ЭТО ВЛИЯНИЕ НЕ ЯВЛЯЕТСЯ ПРЕНЕБРЕЖИМО МАЛЫМ. 
ОДНАКО В ГИДРАВЛИКЕ ЭТИМ ВЛИЯНИЕМ ПРЕНЕБРЕГАЮТ, ТАК КАК ОНО ЕЩЕ 
ПЛОХО ИЗУЧЕНО. 

V I I I - 3 . СОВРЕМЕННЫЕ ТЕОРИИ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

VII 1-3.1. НЕИЗВЕСТНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ В ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКЕ. В ГЛАВЕ I 
МЫ ВИДЕЛИ, ЧТО ЗАДАЧИ ГИДРАВЛИКИ СОСТОЯТ В НАХОЖДЕНИИ ЧЕТЫРЕХ 
НЕИЗВЕСТНЫХ ВЕЛИЧИН: и, v, w И р. ДЛЯ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА ЧЕ­
ТЫРЬМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ ЯВЛЯЮТСЯ и, v, WVL р. ОДНАКО ЗДЕСЬ 
ДОБАВЛЯЮТСЯ ЧЕТЫРЕ НОВЫХ НЕИЗВЕСТНЫХ и', v', w' И р', ЧТО ТЕОРЕТИ­
ЧЕСКИ ТРЕБУЕТ ЧЕТЫРЕХ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, ЕСЛИ ФЛУКТУА­
ЦИОННЫМИ ЧЛЕНАМИ НЕЛЬЗЯ ПРЕНЕБРЕЧЬ. 

МЫ ВИДЕЛИ, ЧТО ВЕЛИЧИНА р' НЕ ПОЯВЛЯЕТСЯ В УРАВНЕНИЯХ РЕЙ­
НОЛЬДСА ДЛЯ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ ИЗ-ЗА ЛИНЕЙНОСТИ СИЛ ДАВЛЕНИЯ. 
КРОМЕ ТОГО, ВЕЛИЧИНА р' ОБЫЧНО ОЧЕНЬ МАЛА ПО СРАВНЕНИЮ С р; ЕЕ 
СЛЕДУЕТ УЧИТЫВАТЬ ТОЛЬКО В НЕКОТОРЫХ ОЧЕНЬ СПЕЦИАЛЬНЫХ ПРОБЛЕ­
МАХ, КОТОРЫЕ ПОКА ЕЩЕ ПЛОХО ИЗУЧЕНЫ. 

МЕЖДУ ФЛУКТУАЦИОННЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ и', Г/, w' (ТОЧНЕЕ ГОВОРЯ, 
МЕЖДУ ФУНКЦИЯМИ ОТ ЭТИХ ВЕЛИЧИН u'v', v'w', u'w') И СРЕДНИМИ 
ВЕЛИЧИНАМИ и, v, w УСТАНОВЛЕНЫ ОПРЕДЕЛЕННЫЕ СООТНОШЕНИЯ. ТАКИМ 
ОБРАЗОМ, ФЛУКТУАЦИОННЫЕ ЧЛЕНЫ ВЫРАЖАЮТСЯ ЧЕРЕЗ СРЕДНИЕ ВЕЛИ­
ЧИНЫ. 

БОЛЕЕ СОВРЕМЕННЫЕ МЕТОДЫ ИСПОЛЬЗУЮТ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ РАСЧЕТЫ 
И СЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ, ПОСКОЛЬКУ ТУРБУЛЕНТНЫЕ ФЛУКТУАЦИИ ЯВЛЯ­
ЮТСЯ СЛУЧАЙНЫМИ ПО ПРИРОДЕ. ХОТЯ В СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ТУРБУ­
ЛЕНТНОСТИ ДОСТИГНУТ СУЩЕСТВЕННЫЙ ПРОГРЕСС, ХОРОШО ИЗУЧЕННЫМИ 
ЯВЛЯЮТСЯ ЛИШЬ ВОПРОСЫ, СВЯЗАННЫЕ С ИЗОТРОПНОЙ И ОДНОРОДНОЙ 
ТУРБУЛЕНТНОСТЬЮ. ОДНАКО ИЗОТРОПНАЯ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ ПРЕДСТАВЛЯЕТ 
СОБОЙ ИДЕАЛИЗИРОВАННЫЙ И НИКОГДА НЕ ВСТРЕЧАЮЩИЙСЯ В ПРИРОДЕ 
СЛУЧАЙ, ПОСКОЛЬКУ ОБУСЛОВЛЕНА АБСТРАКТНЫМ И ТАКЖЕ НИКОГДА НЕ 
ВСТРЕЧАЮЩИМСЯ ПОНЯТИЕМ БЕЗВИХРЕВОГО ДВИЖЕНИЯ. ПОЭТОМУ НЕОБ­
ХОДИМЫ ДАЛЬНЕЙШИЕ СЕРЬЕЗНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ В ОБЛАСТИ НЕИЗОТРОП­
НОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ. 

VIII -3 .2 . ТЕОРИЯ БУССИНЕСКА. ЧТОБЫ УПРОСТИТЬ УРАВНЕНИЯ РЕЙ­
НОЛЬДСА, БУССИНЕСК ВВЕЛ КОЭФФИЦИЕНТ ТУРБУЛЕНТНОГО ОБМЕНА Е, ПО 
РАЗМЕРНОСТИ СОВПАДАЮЩИЙ С КОЭФФИЦИЕНТОМ ВЯЗКОСТИ Р. В СЛУЧАЕ 
ПЛОСКОГО ОДНОРОДНОГО ПОТОКА В НАПРАВЛЕНИИ ОХ [и = и (у), v — О, 
w = 0 ] ВЕЛИЧИНА Е ОПРЕДЕЛЯЕТСЯ РАВЕНСТВОМ ри'v' = —г du/dy. 
11 В 

ТОГДА КАСАТЕЛЬНОЕ НАПРЯЖЕНИЕ [Т] БУДЕТ РАВНО: [Т] = (Р + Е) du/dy 
ВМЕСТО Т = Р du/dy. ВЕЛИЧИНА [Т] ДАЕТСЯ ЛИНЕЙНЫМ СООТНО­
ШЕНИЕМ. 

ИЗ ЭТОГО СООТНОШЕНИЯ МОЖНО ВИДЕТЬ, ЧТО ФЛУКТУАЦИОННЫЙ ЧЛЕН 
ДЕЙСТВУЕТ ПОДОБНО ВЯЗКОМУ ЧЛЕНУ, И ИХ ЭФФЕКТЫ ПРОСТО ЛИНЕЙНО 
СКЛАДЫВАЮТСЯ. ПОРЯДОК ИХ ВЕЛИЧИН РАЗЛИЧЕН, А ИМЕННО Е Р, 
И ПОЭТОМУ [Т] = Е du/dy. ЭТО СООТНОШЕНИЕ ДАЕТ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКО­
РОСТИ, ПОДОБНОЕ ТОМУ, КОТОРОЕ ПОЛУЧЕНО ДЛЯ ЛАМИНАРНОГО ПОТОКА 
ИЗ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ — СТОКСА. В ТЕХ СЛУЧАЯХ, КОГДА ВЕЛИЧИНА Е 
ЯВНО ИЗМЕНЧИВА В ПРОСТРАНСТВЕ, ТЕОРИЯ БУССИНЕСКА НЕПРИГОДНА. 
ОДНАКО В НЕКОТОРЫХ СЛУЧАЯХ, НАПРИМЕР ПРИ РАССМОТРЕНИИ ДВИЖЕНИЙ 
СЛОЕВ АТМОСФЕРЫ, ВЕЛИЧИНУ Е ПРИБЛИЖЕННО МОЖНО СЧИТАТЬ ПОСТОЯН­
НОЙ, И ДОПУЩЕНИЕ БУССИНЕСКА ИСПОЛЬЗУЕТСЯ у 
ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ В ПЕРВОМ ПРИ­
БЛИЖЕНИИ. 

VII 1-3.3. ТЕОРИЯ ПУТИ СМЕШЕНИЯ ПРАНДТЛЯ. 
ТЕОРИЯ ПУТИ СМЕШЕНИЯ БЫЛА ПРЕДЛОЖЕНА 
ПРАНДТЛЕМ ПО АНАЛОГИИ СО СРЕДНИМ СВОБОД­
НЫМ ПУТЕМ ПРОБЕГА В КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 
ГАЗОВ. ЭТО ТЕОРИЯ ПЕРЕДАЧИ КОЛИЧЕСТВА 
ДВИЖЕНИЯ. 

РАССМОТРИМ ПОТОК и = и (у), v = 0, 
iv = 0 , ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ОСИ ОХ (РИС. VIII -9 ) . 
СРЕДНИЕ СКОРОСТИ В ДВУХ ТОЧКАХ НА ПЕРПЕН­
ДИКУЛЯРЕ К ГРАНИЦЕ У = 0 БУДУТ и п. и -\- du. 

СОГЛАСНО ПРАНДТЛЮ, ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ, ЧТО 
ФЛУКТУАЦИОННЫЕ ЧЛЕНЫ и' И v' ПРОПОР­
ЦИОНАЛЬНЫ РАЗНОСТИ СКОРОСТЕЙ du, КОТОРАЯ РАВНА: du = 
- (du/dy)dy, ТАК ЧТО U V = —I2 (du/dy)2 ИЛИ | и'\И | v' | I du/dy. 

ВЕЛИЧИНА I ПРЕДСТАВЛЯЕТ СОБОЙ «ПУТЬ СМЕШЕНИЯ» И ПРОПОРЦИОНАЛЬНА 
dy. ВЕЛИЧИНУ I МОЖНО ФИЗИЧЕСКИ РАССМАТРИВАТЬ КАК ПУТЬ, КОТОРЫЙ 
МОЖЕТ ПРОЙТИ «КОМОК» ЖИДКОСТИ ПЕРПЕНДИКУЛЯРНО ВЕКТОРУ СРЕДНЕЙ 
СКОРОСТИ И. ОЧЕВИДНО, ЧТО I = 0 НА ГРАНИЦЕ, ТАК КАК «КОМОК» ЖИД­
КОСТИ НЕ МОЖЕТ ПРОЙТИ СКВОЗЬ ГРАНИЦУ. 

С ДРУГОЙ СТОРОНЫ, ВЕЛИЧИНА u'v' ВСЕГДА ИМЕЕТ ЗНАК, ОБРАТНЫЙ 
ЗНАКУ ВЕЛИЧИНЫ du/dy. ЕСЛИ РАССМАТРИВАТЬ «КОМОК» ЖИДКОСТИ, 
ДВИЖУЩИЙСЯ ОТ ГРАНИЦЫ К СЕРЕДИНЕ ПОТОКА, ТО v' > 0. ОДНАКО ПО­
СКОЛЬКУ «КОМОК» ДВИЖЕТСЯ ОТ СЛОЯ, ГДЕ и МЕНЬШЕ, К СЛОЮ, ГДЕ и 
БОЛЬШЕ, ТО ЭТО ПРИВОДИТ К ЗАМЕДЛЕНИЮ ДВИЖЕНИЯ, Т. Е. и' < 0. 
НАОБОРОТ, ПРИ ДВИЖЕНИИ «КОМКА» ЖИДКОСТИ В СТОРОНУ ГРАНИЦЫ v' < 0, 
А и' > 0. ПОСКОЛЬКУ ВЕЛИЧИНА u'v' ВСЕГДА ОТРИЦАТЕЛЬНА, ТО КАСА­
ТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ ТУРБУЛЕНТНОСТЬЮ, Т = —pu'v', 
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫ, ТАК ЖЕ КАК И ВЕЛИЧИНА du/dy. 

ЕСЛИ РАССМАТРИВАЕТСЯ ТАКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ, ПРИ КОТО­
РОМ du/dy < 0, ТО АНАЛОГИЧНО НАХОДИМ, ЧТО ВЕЛИЧИНА —pu'v' ВСЕГДА 

Рис. V1II-9. Обозначе­
ния, используемые при 
определении пути пере­

мешивания. 
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ОТРИЦАТЕЛЬНА. СЛЕДОВАТЕЛЬНО, В ЛЮБОМ СЛУЧАЕ ВЕЛИЧИНА [Т] ИМЕЕТ 
ТОТ ЖЕ ЗНАК, ЧТО И du/dy, ЧТО ВЫРАЖАЕТСЯ С ПОМОЩЬЮ ЗАПИСИ 

М = р*2 DU I DU DY I DY 
В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ 

DU DY DU DY 
ЭТА ФУНКЦИЯ МОЖЕТ БЫТЬ ЛИНЕАРИЗОВАНА С ПОМОЩЬЮ КОЭФФИЦИЕНТА 

БУССИНЕСКА Е (СМ. VIII-3 .2) : 

Е = Р/2 DU DY 
НЕСМОТРЯ НА БОЛЕЕ СЛОЖНУЮ МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ФОРМУ, ГЛАВНЫМ 

ПРЕИМУЩЕСТВОМ ТЕОРИИ ПРАНДТЛЯ ПО СРАВНЕНИЮ С ТЕОРИЕЙ БУССИ­
НЕСКА ЯВЛЯЕТСЯ ТО, ЧТО ВЕЛИЧИНУ I ЛЕГЧЕ ПРЕДСТАВИТЬ СЕБЕ, ЧЕМ ВЕ­
ЛИЧИНУ Е. ПОЭТОМУ ОТНОСИТЕЛЬНО I ПРОЩЕ СДЕЛАТЬ РАЗЛИЧНЫЕ ПРЕД­
ПОЛОЖЕНИЯ. 

VIII -3 .4 . ТЕОРИЯ ПЕРЕНОСА ВИХРЕЙ ТЭЙЛОРА. ВМЕСТО ТОГО, ЧТОБЫ 
РАССМАТРИВАТЬ ОБМЕН КОЛИЧЕСТВАМИ ДВИЖЕНИЯ МЕЖДУ СЛОЯМИ, КАК 
СДЕЛАЛ ПРАНДТЛЬ, ТЭЙЛОР РАССМАТРИВАЕТ ОБМЕН МОМЕНТАМИ КОЛИЧЕ­
СТВА ДВИЖЕНИЯ. 

ЭТА ТЕОРИЯ ДАЕТ ИНОГДА ТЕ ЖЕ РЕЗУЛЬТАТЫ, ЧТО И ТЕОРИЯ ПРАНДТЛЯ. 
НАПРИМЕР, РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ В ДВУХМЕРНОЙ СТРУЕ ПО ОБЕИМ 
ТЕОРИЯМ ПОЛУЧАЕТСЯ ОДИНАКОВОЕ. ОДНАКО, КОГДА ПУТЬ СМЕШЕНИЯ ЯВ­
ЛЯЕТСЯ ФУНКЦИЕЙ ОТ НОРМАЛЬНОГО РАССТОЯНИЯ ДО ГРАНИЦЫ, РЕЗУЛЬТАТЫ 
ПОЛУЧАЮТСЯ РАЗЛИЧНЫМИ. 

VIII -3 .5 . ВЕЛИЧИНА ПУТИ СМЕШЕНИЯ. ОПРЕДЕЛИМ ТЕПЕРЬ ВЕЛИЧИНУ 
ПУТИ СМЕШЕНИЯ. ДЛЯ ЭТОГО ПРЕДЛОЖЕНЫ РАЗЛИЧНЫЕ ФОРМУЛЫ. 

ПЕРВЫЙ ТИП ФОРМУЛ ДЛЯ ПУТИ СМЕШЕНИЯ ЯВЛЯЕТСЯ ЧИСТО ЭМПИ­
РИЧЕСКИМ И ГОДИТСЯ ТОЛЬКО ДЛЯ СПЕЦИАЛЬНЫХ СЛУЧАЕВ. ВОТ НЕКОТОРЫЕ 
ПРИМЕРЫ: 

А) НА ГРАНИЦЕ СТРУИ ВЕЛИЧИНА I ПРОПОРЦИОНАЛЬНА РАССТОЯНИЮ 
ОТ ОТВЕРСТИЯ; 

Б) ВБЛИЗИ СТЕНКИ ТРУБЫ ВЕЛИЧИНА I ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ ПРОПОРЦИО­
НАЛЬНОЙ РАССТОЯНИЮ У ОТ ГРАНИЦЫ: I = КУ, ГДЕ К — КОНСТАНТА. 
ФИЗИЧЕСКИ ЭТО ОЗНАЧАЕТ, ЧТО АМПЛИТУДА ДВИЖЕНИЙ «КОМКА» ЖИДКОСТИ 
РАВНА НУЛЮ НА ГРАНИЦЕ И ЛИНЕЙНО ВОЗРАСТАЕТ С УДАЛЕНИЕМ ОТ ГРАНИЦЫ. 

ВВОДЯ ЭТУ ВЕЛИЧИНУ В ФОРМУЛЫ ПРАНДТЛЯ, ПОЛУЧАЕМ 

[ T ] = P A V 
DU DY DU DY 

ЕСЛИ СЧИТАТЬ [Т] КОНСТАНТОЙ, ТО, ИНТЕГРИРУЯ ПО У, ПОЛУЧАЕМ 
«УНИВЕРСАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ»: 

= } / " I P I ( T 1 ^ + C O N S T ) -
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ПРАНДТЛЬ В ТЕОРИИ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ ВДОЛЬ ПЛОСКОЙ ПЛАСТИНЫ 
РАССМАТРИВАЛ [Т] КАК КОНСТАНТУ. ВЕЛИЧИНЫ КОНСТАНТ ОПРЕДЕЛЯЮТ 
С ПОМОЩЬЮ ЭКСПЕРИМЕНТА. В ТРУБЕ ВЕЛИЧИНА [Т] СЧИТАЕТСЯ ЛИНЕЙНОЙ 
ФУНКЦИЕЙ ОТ РАССТОЯНИЯ ДО СТЕНКИ, ЧТО ОБЪЯСНЯЕТСЯ В ЭЛЕМЕНТАРНОЙ 
ГИДРАВЛИКЕ. ОБЕ ГИПОТЕЗЫ ТЕОРЕТИЧЕСКИ ЯВЛЯЮТСЯ ПРИБЛИЖЕННЫМИ, 
НО ДАЮТ РЕЗУЛЬТАТЫ, БЛИЗКИЕ К ФАКТИЧЕСКИМ ДАННЫМ ИЗМЕРЕНИЙ. 

VIII -3 .6 . ГИПОТЕЗА ПОДОБИЯ КАРМАНА. КАРМАН ПОПЫТАЛСЯ НАЙТИ 
ВЕЛИЧИНУ I НЕЗАВИСИМО ОТ ХАРАКТЕРА ПОТОКА, НА ОСНОВАНИИ ДВУХ ДО­
ПУЩЕНИЙ: 

А) МЕХАНИЗМ ТУРБУЛЕНТНОСТИ НЕ ЗАВИСИТ ОТ ВЯЗКОСТИ (ЗА ИСКЛЮЧЕ­
НИЕМ ЗОНЫ ВБЛИЗИ ГЛАДКОЙ ПОВЕРХНОСТИ); 

Б) ТУРБУЛЕНТНЫЕ ФЛУКТУАЦИИ СТАТИСТИЧЕСКИ ОДИНАКОВЫ В ЛЮБОЙ 
ТОЧКЕ, НО ИЗМЕНЯЮТСЯ ТОЛЬКО ПО ВРЕМЕННОМУ МАСШТАБУ И ПО МАС­
ШТАБУ ДЛИНЫ. 

НА ОСНОВАНИИ ЭТИХ ДОПУЩЕНИЙ КАРМАН НАШЕЛ, ЧТО 

[ T ] = PZ 2 

DY DU 
w 

ЧТО СООТВЕТСТВУЕТ РЕЗУЛЬТАТУ ПРАНДТЛЯ, А ТАКЖЕ 

1 = к 

ОТКУДА 

DU DY D"-U ЧУТ 
/ DU у 
\~DY~) Т = 

/ D*U у 
ГДЕ Х — УНИВЕРСАЛЬНАЯ КОНСТАНТА, СОГЛАСНО ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ ДАН­
НЫМ РАВНАЯ 0 ,4 . 

VIII -3 .7 . ДРУГИЕ ТЕОРИИ. ДРУГИЕ ТЕОРИИ БЫЛИ ПРЕДЛОЖЕНЫ, ЧТОБЫ 
УЛУЧШИТЬ ПРИВЕДЕННЫЕ ВЫШЕ ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ. В ЧАСТ­
НОСТИ, ЧТОБЫ ИЗБЕЖАТЬ ЗНАЧЕНИЯ Е = 0 ПРИ du/dy = 0, НАПРИМЕР, 
В СЕРЕДИНЕ ТРУБЫ, ПРАНДТЛЬ ПРЕДЛОЖИЛ ВЫРАЖЕНИЕ 

м-*[(-£)'+<•• (£)*] 
ОДНАКО ОЧЕНЬ ТРУДНО ПОДОБРАТЬ НАИЛУЧШЕЕ ЗНАЧЕНИЕ ДЛЯ Г. 
ПЕРЕЧИСЛЕННЫЕ ТЕОРИИ, И ОСОБЕННО ТЕОРИИ ПРАНДТЛЯ И КАРМАНА, 

БЫЛИ С УСПЕХОМ ПРИМЕНЕНЫ НА ПРАКТИКЕ ВО МНОГИХ СЛУЧАЯХ (СТЕНЫ, 
ТРУБЫ И Т. Д.). ОДНАКО ОНИ ПРЕДСТАВЛЯЮТСЯ НЕ СТОЛЬ ПРИГОДНЫМИ, 
КОГДА ПОТОК НЕОДНОРОДЕН (ИСКРИВЛЕНИЕ, ДИВЕРГЕНЦИЯ И Т. Д.). ПО­
ЭТОМУ В РЕШЕНИИ ПРОБЛЕМ ТУРБУЛЕНТНОСТИ ВАЖНОЕ МЕСТО ПРИНАДЛЕ­
ЖИТ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ, Т. Е. НАПРАВЛЕНИЮ, ПРЕДЛОЖЕННОМУ 
ТЭЙЛОРОМ, КАРМАНОМ И КАМПЕ ДЕ ФЕРЬЕ. 
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V I I I - 4 . П о т е р и э н е р г и и в о д н о р о д н о м п о т о к е 

V I I I - 4 . 1 . П о л о ж е н и я э л е м е н т а р н о й г и д р а в л и к и . И з э л е м е н т а р н о й 
г и д р а в л и к и с л е д у е т , что п о т е р и н а п о р а в о д н о р о д н о м п о т о к е : 

а) п р о п о р ц и о н а л ь н ы с р е д н е й п о п о п е р е ч н о м у с е ч е н и ю в е л и ч и н е 
с к о р о с т и V, е с л и п о т о к я в л я е т с я л а м и н а р н ы м ; 

б) п р о п о р ц и о н а л ь н ы к в а д р а т у у к а з а н н о й выше в е л и ч и н ы , т. е. 
V2, е с л и п о т о к я в л я е т с я т у р б у л е н т н ы м , и г р а н и ц а ш е р о х о в а т а я ; 

в) п р о п о р ц и о н а л ь н ы п р о м е ж у т о ч н о й ф у н к ц и и от V, т. е. V, 
е с л и п о т о к я в л я е т с я т у р б у л е н т н ы м , и г р а н и ц а я в л я е т с я г л а д к о й 
(1 < п< 2 ) . 

V I I I - 4 . 2 . Т е о р е т и ч е с к о е о б ъ я с н е н и е в е л и ч и н п о т е р ь н а п о р а . П р и ­
в е д е н н ы е выше п о л о ж е н и я ч а с т и ч н о м о г у т быть о б ъ я с н е н ы с п о м о щ ь ю 
с л е д у ю щ и х с о о б р а ж е н и й . 

Ч а с т ь к и н е т и ч е с к о й э н е р г и и п е р в и ч н о г о ( и л и с р е д н е г о ) д в и ж е ­
н и я т у р б у л е н т н о г о п о т о к а н е п р е р ы в н о р а с х о д у е т с я н а о б р а з о в а н и е 
т у р б у л е н т н ы х ф л у к т у а ц и и . К и н е т и ч е с к а я э н е р г и я э т и х ф л у к т у а ­
ц и и я в л я е т с я к в а д р а т и ч н о й ф у н к ц и е й от ф л у к т у а ц и о н н ы х с к о р о ­
стей . П о с к о л ь к у в с я эта э н е р г и я в к о н ц е к о н ц о в п о г л о щ а е т с я т р е н и е м , 
то п о т е р я э н е р г и и в т у р б у л е н т н о м п о т о к е я в л я е т с я к в а д р а т и ч н о й 
ф у н к ц и е й от ф л у к т у а ц и о н н ы х с к о р о с т е й . 

С д р у г о й с т о р о н ы , ф л у к т у а ц и о н н ы е с к о р о с т и п р и б л и ж е н н о я в л я ­
ю т с я л и п е й н ы м и ф у н к ц и я м и от с р е д н и х с к о р о с т е й . Мы в и д е л и , что 

г 1 du —г—г du ,„ 

П о с к о л ь к у в е л и ч и н а р du/dy п р е н е б р е ж и м о м а л а , то в е л и ч и н а 
u'v' я в л я е т с я к в а д р а т и ч н о й ф у н к ц и е й от и, и п о т е р и н а п о р а п р о ­
п о р ц и о н а л ь н ы и*, т. е. п р о п о р ц и о н а л ь н ы V2. 

В с л у ч а е г л а д к о й г р а н и ц ы ч л е н du/dy в п р е д е л а х п о г р а н и ч н о г о 
с л о я у ж е не я в л я е т с я п р е н е б р е ж и м о м а л ы м . П о э т о м у п о т е р и н а п о р а 
я в л я ю т с я с л о ж н о й п р о м е ж у т о ч н о й ф у н к ц и е й от и, а з н а ч и т , и от V. 

В с л у ч а е л а м и н а р н о г о п о т о к а в е л и ч и н а [т] п р о с т о р а в н а р du/dy, 
и п о т е р и н а п о р а я в л я ю т с я л и н е й н о й ф у н к ц и е й от и = и, а з н а ч и т , 
и от V. Этот в о п р о с р а с с м о т р е н б о л е е п о д р о б н о в р а з д е л е X I V - 4 . 

V I I I - 4 . 3 . Р а б о т а , п р о и з в о д и м а я т у р б у л е н т н ы м и с и л а м и . О ч е в и д н о , 
что и з - з а т у р б у л е н т н о с т и п о т е р и э н е р г и и в т у р б у л е н т н о м п о т о к е г о ­
р а з д о з н а ч и т е л ь н е е , ч е м в л а м и н а р н о м . П р и этом в а ж н о отметить 
с л е д у ю щ е е . 

Б ы л о н а й д е н о , что с р е д н я я в е л и ч и н а с и л в я з к о с т и н а е д и н и ц у 
о б ъ е м а р а в н а 

где 
p V

2 V ' = p V

2 V " = 0. 

Ч л е н p y 2 V м а л п о с р а в н е н и ю с с и л а м и к о н в е к т и в н о й и н е р ц и и , 
в ы з в а н н ы м и т у р б у л е н т н ы м и ф л у к т у а ц и я м и . С р е д н я я в е л и ч и н а сил 
в я з к о с т и , о б у с л о в л е н н ы х т у р б у л е н т н ы м и ф л у к т у а ц и я м и , р а в н а н у л ю . 

du 
dy 

du 
dy 
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Е с л и вместо р а с с м а т р и в а е м ы х с р е д н и х с и л р а с с м о т р е т ь с р е д н ю ю 
в е л и ч и н у р а б о т ы , п р о и з в о д и м о й этими с и л а м и , то мы п о л у ч и м 
с о в е р ш е н н о и н о й р е з у л ь т а т . Р а с с м о т р и м , н а п р и м е р , о с р е д н е н н о е 
к а с а т е л ь н о е н а п р я ж е н и е р ди/дх. Эта с и л а р а в н а р ди/дх, п о с к о л ь к у 
р ди'/дх = р ди'/дх = 0 . Р а б о т а , п р о и з в е д е н н а я этой с и л о й з а 
е д и н и ц у в р е м е н и , р а в н а 

*уdz* ( " + • £ - ) d x ] = £ й г ) 2 < ^ d z ' 
а на е д и н и ц у о б ъ е м а : ( р / 2 ) (ди/дх)2. С р е д н я я п о в р е м е н и в е л и ч и н а 
этой р а б о т ы б у д е т 

. _ р Тдй~у £ / дй, ди' у 
2 \ дх ) 2 \ дх "Г дх ) -

П о с к о л ь к у 

—= _ т 
„ ди ди' „ ди д 1 С , ,. „ 
2 л Г ^ Г = 2 Ц-аТТ) и d t = 0> 

о 
то о к о н ч а т е л ь н о п о л у ч а е м 

*=Ш)'нЩ-
В т о р о й ч л е н в с е г д а п о л о ж и т е л е н , и п о э т о м у его с р е д н я я в е л и ч и н а 

не р а в н а н у л ю . 
Х о т я и' о б ы ч н о м е н ь ш е , ч е м и, о д н а к о и з м е н е н и я и' в п р о с т р а н ­

стве ( з д е с ь в е л и ч и н а ди'/дх) о б ы ч н о б о л е е з н а ч и т е л ь н ы , чем п р о с т р а н ­

ственное и з м е н е н и е и ( з д е с ь ~ ) . П е р в ы м ч л е н о м (р/2) (ди/дх) 2 часто 

м о ж н о п р е н е б р е ч ь , и тогда W = ( р / 2 ) (ди'/Ох)2. 
Т а к и м о б р а з о м , п о т е р и э н е р г и и и н а п о р а о б у с л о в л е н ы в о с н о в н о м 

т у р б у л е н т н ы м и ф л у к т у а ц и я м и . 
V I I I - 4 . 4 . Д и с с и п а т и в н а я ф у н к ц и я в т у р б у л е н т н о м д в и ж е н и и . 

А н а л о г и ч н ы й р е з у л ь т а т м о ж н о п о л у ч и т ь , р а с с м а т р и в а я с л а г а е м ы е 
члены д и с с и п а т и в н о й ф у н к ц и и Ф , п р и в е д е н н о й в V - 5 . 5 , е с л и в е л и ч и н ы 
и, v, w з а м е н и т ь в е л и ч и н а м и и, v, w, и', v', w'. Мы н а х о д и м т о г д а , 
что с р е д н я я в е л и ч и н а Ф я в л я е т с я с у м м о й д в у х ч л е н о в : Ф,„ и Ф , , 
п р и ч е м Ф т я в л я е т с я ф у н к ц и е й т о л ь к о от с р е д н и х в е л и ч и н и, v, w 
и м а л а п о с р а в н е н и ю с Ф^, к о т о р а я я в л я е т с я ф у н к ц и е й от и', v', 
w': 

• « . - и К ^ У - н . ••+(#+£)•+•••]• 
Ф , = , [ ( - ) Ч . . . + ( ^ + ^ у + . . . ] -

Ф у н к ц и я Ф^ х а р а к т е р и з у е т т у ч а с т ь э н е р г и и , к о т о р а я п о г л о ­
щ а е т с я т р е н и е м з а счет т у р б у л е н т н ы х ф л у к т у а ц и и . 
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УПРАЖНЕНИЯ 
VIII-1. Объясните, почему величина [т] в теории пограничного слоя счи­

тается постоянной вдоль направления, перпендикулярного к стенке, а в случав 
однородного потока в трубе или между двумя параллельными пластинами — 
линейно изменяющейся с удалением от стенки. Объясните ограничения этих 
допущений. Каков критерий для распределения давления, на котором указан­
ные допущения основаны? 

VIII-2. Экспериментально найдено, что 

где D — расстояние между двумя параллельными пластинами. Дайте выраже­
ния для [т] и пути смешения Прандтля I как функций от у . 

VIII-3. Используя выражение Кармана 

I du \* 
„ \ dy ) 

т = р х ~ Щ у 
\dy* ) 

и соотношение др/дх = const вдоль центральной линии прямоугольного канала 
е шириной 2h, выведите следующее универсальное выражение для закона рас­
пределения скорости в таком канале: 

где гг0 — скорость на центральной линии при у = 0, а т„ — касательное напря­
жение у стенки. 

VIItT-4. Допустим, что распределение скорости в цилиндрической трубе 
радиуса R дается степенным законом «1/7», т. е. 

и ___ ( R — r \'/7 
~U~ \ R ) ' 

где U — максимальная скорость на осевой линии. 
Дайте теперь выражение для пути смешения Прандтля как функции от г. 

Глава IX 

п о т о к в п о р и с т о й с р е д е . з а к о н д а р с и 

i x - 1 . осредненное движение в пористой среде 

I X - 1 . 1 . основные уравнения. законы, описывающие поток в по­
ристой среде, будут исследованы подробно из-за их важности 
широкого применения в инженерной практике. 

основные законы, находящие применение в практике, это опять 
таки уравнение неразрывности и обычно уравнение движения 
закон количества движения, выражаемый уравнениями навье 
стокса, теоретически приложим к этому типу движения. однак 
из-за сложности граничных условий (поскольку V = о на поверх 
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ности каждого зерна пористой среды) уравнения движения в этой 
форме здесь не применяются. необходимы некоторые допущения 
и преобразования. 

I X - 1 . 2 . упрощение граничных условий для среднего движения. 
прежде всего зерна предполагаются распределенными случайно. 
поток подчиняется статистическим законам. [случай неизотропной 
пористой среды, такой, как осадочная глина, требует рассмотрения 
коэффициента проницаемости (фильтрации), который изменяется 
с направлением.] поэтому вместо реальных величин скорости и да­
вления, меняющихся очень сложным образом, рассматриваются 
только средние величины. 

очевидно, что такой подход значительно упрощает граничные 
условия, поскольку эти условия приходится выражать только на 
границах среднего потока, т. е. на краях пористой среды и ца сво­
бодной поверхности. 

I X - 1 . 3 . диффузия в пористой среде. известно, что в ламинарном 
потоке процессы перемешивания очень слабы, поскольку они обу­
словлены только молекулярным движением, в то время как в турбу­
лентном потоке эти процессы интенсивны, поскольку они обусло­
влены турбулентными флуктуациями. в ламинарном потоке сквозь 
пористую среду за счет случайного характера распределения ча­
стиц можно наблюдать, что краска распространяется (диффунди­
рует) быстро, хотя поток является ламинарным (рис. I X - 1 ) . кривая 
концентрации имеет форму гауссовой кривой распределения. 

угол конуса диффузии является функцией характеристик по­
ристой среды и составляет примерно 6°. этот угол возрастает, когда 
поток становится турбулентным; таким образом, он является функ­
цией числа рейнольдса, определенного в разделе I X - 3 . 1 . 
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IX-1.4. Определение среднего Движения в однородном потоке. 
Самый простой способ определения средней скорости вытекает из 
рассмотрения одномерной пористой среды, показанной на рис. IX-2 . 
Средняя скорость, или «удельная скорость», представляет собой 
отношение расхода Q к полной поперечной площади А, т. е. V — 
= О/А, причем это отношение не зависит от коэффициента пустот-
ности. 

Рис. IX-3. Неоднородный средний поток сквозь 
пористую среду. 

Если мы теперь будем рассматривать движение в трехосной си­
стеме координат (см. рис. IX-2), то три компоненты действительной 
скорости и, и, w отличны от нуля. Их средние величины в пористой 
среде будут: 

Vol. а 

Vol. а 

Vol. а 

где Vol. — полный объем пористой среды. Две черточки над обо­
значениями компонент скорости означают осреднение по простран­
ству в отличие от осреднения по времени (V), употребляемого при 
изучении турбулентного движения. 

IX-1.5. Общее определение среднего движения. Для более слож­
ных видов среднего движения (рис. IX-3), где изменения среднего 
движения в пространстве также существуют, среднюю величину 
вектора скорости приходится определять для элементарного объема 
AVol. = AxAyAz пористой среды: 

Дх Ау Az 

а для компонент вдоль координатных осей получим: 

Ах Ау Дг 

Дд; Ау Дг 

Ах Ау Дг 
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В случае показанного на рис. IX-3 двухмерного среднего потока 
величина v = 0. 

Такой элементарный объем пористой среды теоретически должен 
быть достаточно большим, чтобы к нему правомерно было применять 
процесс осреднения, т. е. объем AxAyAz должен включать доста­
точное число случайно распределенных зерен. С другой стороны, 
объем AxAyAz должен быть достаточно мал, чтобы при рассмотрении 
среднего движения его можно было считать бесконечно малым и 
применять методы дифференциального исчисления. 

Для того чтобы оба указанных противоречивых требования удо­
влетворялись, градиент действительной скорости должен быть го­
раздо больше, чем градиент средней скорости. Это условие физиче­
ски можно интерпретировать как требование, чтобы элементы формы 
потока были велики относительно зерен пористой среды. Мелкие 
формы потока между крупными валунами не подчиняются стати­
стическим законам, которые применяют для среднего движения. 

IX-1.6. Давление. Аналогично, среднее давление определяется 
выражением 

д - ^ д Г \l\pdxdVdz-
Ах Ау Дг 

Отклонения величины р от р обусловлены главным образом ис­
кривлением траекторий вокруг зерен. Эти отклонения пропорцио­
нальны конвективной инерции, т. е. пропорциональны квадрату 
скорости, которым обыкновенно пренебрегают. 

Пьезометр достаточно крупных размеров, помещенный в пори­
стую среду, может интегрировать эти отклонения. 

IX-1.7. Граничные условия. Граничные условия задаются как 
функция средней скорости на границе пористой среды вместо того, 
чтобы выражаться функцией реальной скорости на краях отдельных 
зерен. 

IX-1.8. Аналогия между турбулентным потоком и потоком сквозь 
пористую среду. Имеется интересная теоретическая аналогия между 
методами изучения турбулентного потока и потока сквозь пористую 
среду. 

В обоих случаях приходится иметь дело со средней скоростью 
и средним давлением, поскольку природа потока имеет случайный 
характер. В турбулентном потоке средние величины определяются 
в данной точке путем временного осреднения, а в случае потока 
в пористой среде средняя величина определяется путем простран­
ственного осреднения (см. VII-1.3): 

V = ± l v d t ; V = ^ r ^ J V d ( V o l . ) . 
о Vol. 

Интервал времени Т должен быть достаточно велик, чтобы 
процесс осреднения был правомерным, но в то же время доста­
точно мал, чтобы можно было отличить стационарное движение от 
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нестационарного (см. VII-1.4). Элементарный объем Ax&yAz со своей 
стороны должен удовлетворять аналогичным условиям, рассмо­
тренным в IX-1.4. 

Флуктуанионные члены и', v', w', р', определенные при изучении 
турбулентного движения, существуют (в пространственном смысле) 
и в потоке через пористую среду, причем их средняя величина также 
равна нулю по определению: V = V -f- V . Таким образом: 

AxAyAz 

Уравнение движения среднего потока в пористой среде полу­
чается в результате осреднения каждой из сил по пространству 
подобно тому, как при изучении турбулентного движения производи­
лось осреднение по времени. Эта процедура будет рассмотрена 
в разделе IX-2. 

Далее, и турбулентный поток, и поток сквозь пористую среду 
являются существенно вихревыми, если речь идет о действительном 
движении. Однако их среднее движение может быть безвихревым 
(см. VIII-1.2 и IX-2.5). 

Изотропный турбулентный поток аналогичен потоку сквозь 
изотропную пористую среду. 

Турбулентный поток сквозь пористую среду приходится изучать, 
рассматривая величины, осредненные как по времени, так и по 
пространству: 

О Ах Ау Az 

IX-1.9. Уравнение неразрывности. Рассматривая осредненные по 
пространству скорости, обусловливающие перенос воды через пло­
ские грани куба, определяющего элементарный объем пористой 
среды, можно показать, что уравнение неразрывности имеет вид 

ди . dv , dw q 
dx dy ' dz 

Таким образом, уравнение неразрывности для среднего движе­
ния имеет ту же математическую форму, что и для потоков других 
типов. 

IX-2. Закон Дарси 

IX-2.1. Капиллярные эффекты. Прежде всего надо отметить, что 
для некоторых потоков со свободной поверхностью, просачивающихся 
через очень мелкопористую среду, на картину потока и величину 
расхода будут оказывать заметное влияние капиллярные силы. 
Например, подъем свободной поверхности в земляной дамбе с раз­
мером зерен около ОД мм составляет около 1 фута (рис. IX-4). 

IX-2.2. Процесс осреднения. Если капиллярными эффектами 
можно пренебречь, то уравнение движения, выраженное через функ-

ции средних величин, выводится с помощью процесса осреднения 
по пространству, подобного процессу осреднения по времени в слу­
чае турбулентного движения. 

Поскольку сумма действительных величин всех сил, составляющих 
уравнение движения, всегда равна нулю: 

Сила I сила • сила , сила _ q 
инерции тяжести давления трения ' 

то сумма средних по пространству величин этих сил также равна 
нулю: 

сила сила , сила , сила , 
инерции тяжести давления ' трения = 0. 

Средняя по 
пространству ] 

IX-2.3. Аппроксимация. В качестве первого шага аппроксимации 
пренебрегают силами инерции. Локальной инерцией пренебрегают 
потому, что изменения 
уровня грунтовых вод 
обычно очень невелики. 
По этой причине нестаци­
онарные движения сквозь 
пористую среду обычно 
рассматривают как после­
довательность стационар­
ных движений (см. IV-5). 
Однако некоторые специ­
альные задачи требуют 
учета локальной инерции, 
например исследование водопроницаемости заполненного битым 
камнем мола под действием периодических гравитационных волн. 

Конвективной инерцией также пренебрегают. Поскольку ско­
рости обычно очень малы, то их квадраты и члены, являющиеся 
функциями от их квадратов (силы конвективной инерции), являются 
величинами второго порядка малости по сравнению с другими чле­
нами (см. IV-5.2.1). Ниже мы рассмотрим область применимости 
этого допущения. 

IX-2.4. Средние силы. Закон Дарси. Уравнение движения в ко­
нечном счете сводится к равенству нулю всех приложенных сил: 

У7777777777777777777777777777Р77777777777777. 

Рис. IX-4. Капиллярные эффекты в потоке 
сквозь пористую среду. 

1 — зона действия капиллярных эффектов; 2 — тео­
ретическая линия насыщения. 

Ах Ay Az Ш( 
Ах Ay Az 

д (p + pgz) 
dx -ц. у 2 ц j dxdydz = 0. 

Для осей OY и OZ можно написать два аналогичных уравнения. 
В векторном виде для трехмерного пространства можно записать: 

Ах Ау I И 1 ~grad (/? + pgz) + V- V2 V] dx dy dz = 0. 
A v A i, A Ax Ay Az 

При введении средних величин V и р следует отметить, что урав­
нение движения включает одну постоянную силу (тяжести) и две 
линейные силы (давления и вязкости). 
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Выполняя такую же процедуру интегрирования, что и в случае 
турбулентного движения (см. VII-2), находим: 

1 
Дх Ay Az 

Ах Ay~Az 
\ 1 1 _ g r a d ^ Л Х ^ ^ *" " ё Г а Й ^ 

Рассмотрим теперь силы вязкости. Поскольку они линейны, 
то естественно ожидать, что они пропорциональны средней скорости 
Т7 до тех пор, пока нет квадратичных эффектов, обусловленных кон­
вективной инерцией и турбулентностью. Поэтому принимают их 
пропорциональными \iV и записывают: 

Дх Ay Az 
Ах Ау Дг 

где к характеризует проницаемость пористой среды и представляет 
собой эмпирическую функцию коэффициента пустотности и размера 
зерен. Величина К = k/[i представляет собой так называемую 
«гидравлическую проводимость», являющуюся мерой проницаемо­
сти среды. Отсюда следует «закон Дарси»: 

s' = К i ( p + № z ) = кЧт"• 
или в векторной форме 

V = К grad (р + pgz) = К grad р*. 
В неизотропной пористой среде величина К имеет различные 

значения — Кх, Ку, Кг — для каждой из осей OX, OY, OZ. 
Этот закон утверждает, что средняя скорость жидкости, проте­

кающей через пористую среду, прямо пропорциональна градиенту 
давления, действующему на жидкость. Величина р* = р + pgz 
является пьезометрическим напором. Упрощение фрикционного 
члена носит эмпирический характер и строго обосновать его, по-
видимому, затруднительно. Для этого необходимо было бы проде­
лать выкладки и вычисления для потока такого типа, какой показан 
на рис. IX-1. С другой стороны, представляется резонным, что 
уравнения Навье — Стокса перестают быть пригодными, с микроско­
пической точки зрения, для жидкости, протекающей через очень 
тонкие каналы пористой среды, например через пористый фарфор. 
В этом случае необходимо вести исследование на основе законов 
молекулярного движения. Этот вопрос относится к кинетической 
теории жидкостей. 

IX-2.5. Безвихревое движение и поток сквозь пористую среду. 
Важно отметить, что среднее движение, определяемое законом 
Дарси, всегда является безвихревым. 

Подставляя^ величины и, v, w, данные выше, легко доказать, 
что ди/ду —dv/дх = 0, поскольку 

_ ^ _ Г ^ JJ?>_] д Г k dp* "1 _ п 
ду 1ц дх j дх I и ду J и ' 

Аналогичные выводы можно получить и для двух других выраже­
ний, приведенных в П-5.2. Однако турбулентный поток через по­
ристую среду не может иметь среднего движения, определяемого 
потенциальной функцией. Он обязательно является вихревым. 

IX-2.6. Потенциал скорости. Вычисление потенциала скорости 
ф выполняется по тем же правилам, что и для поля свободного потока 

Z 

Рис. 1Х-5. Величина иотенциала скорости для потока 
со свободной поверхностью в пористой среде. 

1 — свободная поверхность, на которой Дг, = Дг, Дет = 
= д<р 

при безвихревом движении. Однако необходимо отметить, что опре­
деление функции ф в потоке сквозь пористую среду слегка отли­
чается от того, которое дано в главе II . Потенциал скорости для 
потока сквозь пористую среду обычно определяется_выражениями: 
и=—К ду/дх, v = —К д(р/ду, w=—K d<p/dz или V = — К grad ф. 
Подставляя эти величины в уравнения Дарси, получаем 

и два аналогичных уравнения для v и w. Отсюда легко видеть, что 
функция ф равна пьезометрическому напору, т. е. р* = (р -f pgz) = 
= ф. Иногда функцию ф определяют также из выражения [p/(pg) + 
+ z] = p*/(pg), т. е, и = — Kpg д(р/дх и т. д. На рис. IX-5 показана 
величина и физический смысл функции ф, соответствующей такому 
определению. Потенциал скорости является постоянным вдоль 
боковых откосов дамбы и линейно уменьшается с увеличением z 
на свободной поверхности потока внутри дамбы. Поэтому постоян­
ная величина Az соответствует постоянной величине Аф. Это поло­
жение будет изложено более подробно в XI-6.3.1 при рассмотрении 
метода гидродинамических сеток. 
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IX-3. Область применимости закона Дарси 

Нам надо все же убедиться, что характеристика проницаемости к 
является функцией только свойств пористой среды. Это справедливо 
только при малых числах Рейнольдса. 

IX-3.1. Число Рейнольдса. Число Рейнольдса для потока сквозь 
пористую среду определяется выражением Vblv, где V — средняя, 
или удельная, скорость, определенная выше, а б — диаметр зерна. 
Диаметр зерна найти легко, в то время как диаметр «каналов», ко­
торые можно было бы рассматривать как трубки, определить очень 
сложно. При определении диаметров «каналов» предполагают, что 
между ними и размерами зерен существует простое линейное соот­
ношение. Однако, если в пористой среде, состоящей из крупных 

L'x 
10' 

10' 

1 

Рис. IX-6. При наличии более 
мелких частиц «поры» между 

ними сужаются. 

Шг 1 10г 10* Vbc/v 
Рис. IX-7. Сопротивление сферического тела 

в зависимости от числа Рейнольдса. 
1— гладкая сфера; 2 — шероховатая сфера. 

зерен, имеются включения из мелких частиц, то это ведет к умень­
шению размеров «каналов» (рис. IX-6). «Каналы» имеют тот же по­
рядок величины, что и наименьшие частицы. Поэтому в данном слу­
чае правильнее определять число Рейнольдса по более мелким 
чаетицам. За «характеристический диаметр» б,, эмпирически можно 
принимать средний диаметр 10% самых мелких зерен. Более точное 
рассмотрение этого вопроса требует дальнейших исследований. 

IX-3.2. Конвективная инерция. Хотя скорости в пористой среде 
очень малы, пространственные перепады скорости велики. Это не­
трудно представить себе, учитывая сильную искривленность факти­
ческих траекторий в пористой среде. Поэтому конвективная инерция 
оказывает заметное влияние на движение, если число Рейнольдса 
больше единицы, даже при отсутствии турбулентности. Так как 
конвективная инерция квадратична, то более правильным оказы­
вается не закон Дарси, а так называемый закон Форхгеймера: 

g r a d p * ^ a V + 6 T | V | n , 
где 0 < п < 1. 

IX-3.3. Турбулентность в пористой среде. При больших числах 
Рейнольдса (R j> 100) поток становится турбулентным. Закон Форх­
геймера еще остается пригодным, но величина коэффициентов а 
и Ь изменяется. 
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При очень больших числах Рейнольдса линейный член а\ ста­
новится пренебрежимо малым, а показатель степени п стремится 
к единице: 

g r a d p * = b V | Щ 

В этом случае при том же коэффициенте пустотности и при том же 
распределении зерен различных размеров коэффициент Ъ является 
функцией шероховатости зерен. Аналогичное явление рассматри­
вается в элементарной гидравлике при турбулентном потоке в шеро­
ховатой трубе. 

IX-3.4. Коэффициент проницаемости. Величина коэффициента 
проницаемости получается с помощью анализа размерностей и экс­
периментальных результатов. В общем случае найдено, что эта 
величина является функцией числа Рейнольдса V6c/v, коэффициента 
пустотности е и числа Фруда V2/(g8). Было предложено много функ­
ций для этой цели — мы не будем анализировать и сравнивать их 
здесь. Некоторые из них в большей или меньшей степени теорети­
чески обоснованы. 

В качестве первого шага аппроксимации может быть использо­
вано приведенное ниже уравнение, справедливое для любого типа 
потока: ламинарного или турбулентного. Этот эмпирический закон 
был установлен экспериментально для диапазона чисел Рейнольдса 
от 10 2 до 10 5: 

ДЯ Сх V2 С Л ( 1 - е ) 2 V* 
ИЛИ М 85 2g8c е=» 2goc ' 

где AHIAL — градиент давления (AH/AL = \iV/k), а С, - коэф­
фициент сопротивления шероховатой сферы для того же самого 
числа Рейнольдса (рис. IX-7) (см. XIV-5.1). В ламинарном потоке 
с пренебрежимо малой конвективной инерцией (R < 1) мы имеем 
Сх = 24/(F6-c/v). Отсюда находим, что коэффициент Дарси равен 

ц _ 12ц и „ J2p_ ( 1 - е ) 2 ' 

УПРАЖНЕНИЯ 

IX-1. Рассчитайте полный расход как функцию от напора через пористую 
среду с полным поперечным сечением А = 1 фут2 и длиной в направлении 
потока I = 3 фута. Характерный диаметр зерен б = 0,3 мм, а коэффициент 
пустотности е = 0,40. Для определения коэффициента потерь напора исполь­
зуйте рис. IX-7. Определите напор, при котором закон Дарси становится непри­
годным, и напор, при котором появляется турбулентность. Повторите эти же 
вычисления для среды, состоящей из двух последовательно расположенных 
слоев: I = 1,5 фута, 6 = 0,5 мм и ! = 1,5 фута, б = 0,1 мм; и для среды, состо­
ящей из трех слоев: I = 1 фут, а б = 0,1 мм, 0,3 мм и 0,5 мм, соответственно. 
Коэффициент пустотности — прежний, кинематический коэффициент вязкости 
v = 1,076-10- s фут 2/с. • • . 

О т в е т : однослойная среда- ДЯ/Д£ = [С^ 2 / (2 |г6)](1-е) 2 /е 3 , С = 24v/(F6); 
Q = 1,43- Ю - 2 ДЯ фут 3/с; при ДЯ < 0,76 применим закон Дарси; при R > 100 
возникает турбулентность. 

Из рис. IX-7: С, = 1; при ДЯ > 319 футов возникает турбулентность. 
Двухслойная среда - Д Я П 0 Л „ = [12vQ/(gA ) ] [ (1-8) 2 /8 3 ]2(Дг /б 2 ) ; Q = 3,06 Х 
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X 10 3 ДЯ; при ДЯ < 2,14 фута — применим закон Дарен; при ДЯ > 550 ф<| 
тов — возникает турбулентность. 

Трехслойная среда — Q = 4,15-10~ 3 ДЯ; при ДЯ < 1,58 фута — применив 
закон Дарси; при ДЯ >̂ 424 фута — возникает турбулентность. 

IX-2. Рассмотрите поток сквозь пористую среду с поперечным сечением 
А = 100 фут2 и длиной в направлении среднего потока L = 100 футов. Тре| 
буется построить уменьшенную модель этой пористой среды в масштабе Я, =4 
= 1/10, так что а --= 1 фут2 и I = 10 футов и при одинаковом коэффициенте 
пустотности е. Мы хотим, чтобы расход подчинялся правилу подобия Фруда 
т. е. q = X'hQ при напоре (Д/г)моДель = (ДА)проТотип X Я. Для этой ц е л Л 
размер зерен на модели бт должен быть связан с размерами зерен прототипа б 0 

соотношением б т = КХЬР. Определите величину К в случае, когда Я = 100 фу­
тов, 6 = 1 мм и е = 0,40. 

з 
О т в е т : К = Л"4. 

ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ ПЕРВОЙ ЧАСТИ 

Н е и з в е с т н ы е , п о д л е ж а щ и е о п р е д е л е н и ю 

При решении гидродинамических задач требуется найти две 
неизвестные функции от пространственных координат х, у, z и вре­
мени t, а именно, скорость V (и, v, w) и давление р. 

Однако в турбулентном потоке мы имеем дело с движением, ос-
редненным по времени. Неизвестными функциями являются V (й~, 
v, w) и р. Флуктуации скорости V (и', v', w') порождают дополни­
тельные силы конвективной инерции, действующие на среднее дви­
жение подобно внешним силам. 

В потоке сквозь пористую среду мы имеем дело с движением, 
осредненным по пространству. Неизвестными величинами являются 
V (и, v, w) и р. 

Во всех случаях (идеальная жидкость, ламинарный поток, 
турбулентный поток, поток сквозь пористую среду) с помощью 
уравнения неразрывности и уравнения движения получают две 
неизвестные — скорость и давление, действительные или осреднен-
ные по времени или пространству. 

У р а в н е н и е н е р а з р ы в н о с т и 

Уравнение неразрывности имеет одинаковую математическую 
форму для всех четырех типов движения. Для идеальной жидкости 
и ламинарного потока оно выражается через действительную ско­
рость: 

ди j iv . dw 
с х ду dz 

Для турбулентного потока оно выражается через скорость, 
осредненную по времени: 

ди , ди , dw 
дх ' ду dz 

Для потока сквозь пористую среду оно выражается через ско­
рость, осредненную по пространству. 

ди . ди . dw Q 
дх ' ду dz 

У р а в н е н и я д в и ж е н и я 

Ниже записаны уравнения движения только вдоль оси ОХ для 
четырех рассмотренных случаев: 

Инер­ция Давление, тяжесть 

Идеальная жидкость: 
уравнение Эйлера 

du др* _ 
дх ' 

Ламинарный поток: уравнение Навье — Стокса 
du 

р 1 Г = 
dp* 
dx 1 

Турбулентный поток: уравнение Рейнольдса (или Буссинеска) -
du dp"* + 

dx 

Поток сквозь пористую среду: закон Дарси — 0 = dp* , 
дх ~г 

трение 

Р V и'> 

р у 2 " -

Конвективная инерция, обусловленная турбулентностью 

\ дх 
du'v' ди w 

dy dz •у. 

Поскольку эти четыре уравнения содержат подобные члены, 
то могут быть использованы подобные методы интегрирования. 
Некоторые из них пригодны только после некоторых аппроксимаций 
или допущений, позволяющих упростить основные уравнения. 
Например, если пренебречь турбулентными флуктуационными чле­
нами и вязкими членами, то турбулентный поток ведет себя как 
поток идеальной жидкости. 

Чтобы упростить запись и для большей общности, в последующих 
главах будут употребляться только обозначения V (и, v, w) и р, 
поскольку ясно, что в турбулентном потоке V и р означают V и р, 
а в потоке сквозь пористую среду соответственно V и р. 
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Часть в т о р а я 

М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Е О П Е Р А Ц И И 

С О С Н О В Н Ы М И У Р А В Н Е Н И Я М И 

Г лава X 
УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ 

Х - 1 . Сила и инерция. Работа и энергия 

Х-1.1. Интегрирование уравнения движения в некоторых общих 
случаях. Законы, определяющие движение элемента жидкости, были 
получены в первой части этой книги. Эти законы даны в дифферен­
циальной форме. 

Интегрирование уравнения движения вдоль какой-либо линии 
или по объему жидкости дает некоторые общие соотношения между 
двумя неизвестными: скоростью V и давлением р, независимо от 
каких-либо специальных граничных условий. Целью настоящей 
главы является установить эти общие соотношения путем интегри­
рования уравнения движения. 

Прежде чем выполнять само интегрирование, вспомним некото­
рые основные положения механики, чтобы лучше понять получен­
ные соотношения. 

Х-1.2. Количество движения и энергия в элементарной механике. 
Рассмотрим второй закон Ньютона: сила равна массе, умноженной 
на ускорение: F = т dX/dt. Умножая каждый член на элементарную 
длину dS и учитывая, что V = dSJdt, получаем 

F dS = m^-dS = mXdX = md (^Л ; 

FdS — это работа, совершаемая силой F, действующей вдоль d S , 
в то время как md (V2I2) — это изменение кинетической энергии 
массы т, вызванное силой F, действующей вдоль пути dS. Интегри­
руя по dS, получаем 

$ F d S = m ( i l - i l ) f 1 
что представляет собой выражение равенства между работой и кине­
тической энергией, выведенное непосредственно из выражения ра­
венства между приложенной силой и инерцией. 
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Х-1.3. Количество движения и энергия в гидравлике. Рассмотрим 
теперь уравнения движения, полученные в первой части: уравнения 
Эйлера, Н а в ь е — Стокса, Рейнольдса и закон Дарси. Все они выра­
жают равенство сил. Если их умножить на расстояние dS и проин­
тегрировать вдоль расстояния S, то получим выражения равенства 
работы и энергии. 

Если силы инерции равны нулю и л и пренебрежимо малы, как 
это имеет м е с т о в случае потока сквозь пористую среду, то получаем 
равенство между работой приложенных сил. 

Поскольку эти уравнения выведены для элементарной частицы 
жидкости единичного объема (т = р ) , то полученные из них формулы 
дадут, на первом этапе, соотношение между кинетической энергией 
элементарной частицы жидкости и работой приложенных сил, д е й ­
ствующих на эту частицу. 

Х-1.4. Процесс интегрирования и упрощающие допущения. В этой 
главе речь будет идти только о точном в математическом смысле 
интегрировании. Однако такое точное интегрирование требует неко­
т о р ы х ограничений и упрощающих допущений. Прежде всего, жид­
к о с т ь считается идеальной. При этом точное интегрирование 
без ограничения направления может также осуществляться и для 
вихревого потока. 

Способы интегрирования излагаются последовательно от наи­
более простого случая к самому сложному. Будут указаны упро­
щающие допущения, однако они не всегда удовлетворяются на 
практике. Поэтому для практических целей необходимо приближен­
н о е интегрирование, например при изучении потока жидкости 
в трубе и т. д. Этот вопрос рассмотрен в главе XII . 

Х-2. Безвихревое движение идеальной жидкости 

В этом параграфе рассмотрены случаи, когда точное интегриро­
вание возможно во в с е х направлениях; н а п р а к т и к е эти 
случаи ограничены безвихревым движением идеальной жидкости. 
Приводимые ниже в качестве примеров случаи расположены по 
порядку от наиболее простых до самых сложных. 

Х-2.1. Медленное стационарное движение и однородное стацио­
нарное движение. Х-2.1.1. М е д л е н н о е с т а ц и о н а р н о е 
д в и ж е н и е . Поскольку движение стационарно, члены локальной 
инерции равны нулю; поскольку движение медленное, то членами 
конвективной инерции можно пренебречь; а поскольку жидкость 
идеальная, то силы трения равны нулю. Таким образом, уравнение 
движения сводится к равенству приложенных сил — давления и 
тяжести, что математически записывается в виде: 

# = 0, %- = 0, d ( P + p g z ) = a 

дх ' ду * dz 
Так как оси ОХ и OY горизонтальны, то первые два уравнения 

показывают, что давление является постоянным в горизонтальной 
плоскости. Третье уравнение дает 

р + pgz = р* — const. 
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Мы видим, что величина р линейно изменяется с удалением от 
свободной поверхности. Это соответствует закону гидростатики, 
т. е. этот закон можно рассматривать как соответствующий стацио-

предельному случаю медленного движения идеальной 
жидкости. Однако поскольку 
при отсутствии движения силы 
трения также равны нулю, то 
в этом случае закон гидроста­
тики является точным, в то 
время как в случае медленного 
движения он является лишь 
приближенным. 

Х-2.1.2. О д н о р о д н ы й 
с т а ц и о н а р н ы й п о т о к 
р е а л ь н о й ж и д к о с т и . 
Важно отметить, что аналогич­
ный закон получается для од­
нородного стационарного потока 
реальной жидкости, т. е. при 

наличии сил трения. Рассмотрим однородный поток в направ­
лении оси ОХ, направленной под углом а к горизонту (см. 
рис. Х-1). Поскольку движение является однородным, то duldx = 0. 
Таким образом, в однородном потоке члены конвективной инерции 
всегда равны нулю. Учитывая, что ось 
OZ также отклоняется от вертикали на 
угол а , имеем д (р + pgz cos a)/dz=0. 

Рис. Х-1. В однородном потоке распре­
деление давления гидростатическое (под 

углом а). 

Рис. Х-2. Гидростатическое распределение Рис. Х-3. Давление растет с 
давления в тех местах, где кривизна тра- глубиной быстрее, чем но ги 

екторий мала. дростатическому закону. 
1 — бассейн; 2 — дамба. 1 — гидростатическое распределе­

ние давления; 2 — фактическое 
„ , v л распределение давления; 3 — водо-
ИнтегрируЯ ПО Z (как ВИДНО ИЗ РИС. А-1, сливной носок. 
величина z всегда отрицательна), 
получаем р = ра + pgz cos а, где ра — атмосферное давление. 

Изобары, или линии равного давления, наклонены к горизон­
тальной плоскости под углом а. Отсюда следует, что архимедовы 
силы, действующие на любое тело в таком потоке, например на дон­
ные наносы, направлены под углом а к вертикали. 

Во многих реальных случаях в потоках со свободной поверх­
ностью угол а очень мал, и cos а можно считать равным^ единице. 
Поэтому распределение давления в потоке со свободной поверх­
ностью чаще всего является гидростатическим. 
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Этот гидростатический закон считается достаточно точным даже 
для неоднородного или не медленного движения, если кривизна 
траекторий мала. Расчет кривой подпора обычно основан на таком 
допущении, даже если это специально не оговаривается (рис. Х-2). 

На рис. Х-3, Х-4 и Х-5 показаны некоторые случаи, в которых 
нельзя пренебрегать влиянием конвективной инерции на распре­
деление давления и, наоборот, распределение давления влияет 
на картину течения. Эффект кривизны потока рассмотрен также 
в XVII-2.3.1. 

Рис. Х-4. Давление растет 
с глубиной медленнее, чем 
по гидростатическому за­

кону. 
1 — гидростатическое распре­
деление давления; 2 — факти­
ческое распределение давления; 

3 — водослив. 

Рис. Х-5. Кривизна траекторий над водосливом 
с широким гребнем. 

Х-2.2. Медленное нестационарное дви­
жение и однородное нестационарное дви­
жение идеальной жидкости. Х-2.2.1. 
О б щ и й с л у ч а й . Введение членов 
локальной инерции в уравнения, приведен­

ные в Х-2.1.1, дает уравнения, пригодные для медленного нестацио­
нарного движения идеальной жидкости: 

ди др* 
дх 

ди 
dt 

др* 
Р Р 

dw др* 
~dz 

Эти уравнения пригодны и для не медленного нестационарного 
однородного потока идеальной жидкости, поскольку в этом случае 
члены конвективной инерции также равны нулю, как мы это увидим 
в XII-2.1.2. 

Если медленное движение математически является безвихревым 
(см. IV-5.2.3), то скорость V (и, v, w) можно определить с помощью 
потенциала скорости ор: 

V — grad ф 

и = 

W = 

д<р 
дх 
д<р 
"¥ 

~dz 

Проделаем следующие преобразования: 
ди 

~дТ 
д 

~Ь7 
дц> 
дх 

д дер 
~дх 1Г 
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и аналогично 
dv _ J) <3ф dw d dtp 

ltt~lhj~~dt ~DT"S=~dz~~DT' 
ИЛИ 

dV D j . dw 

-JT = I T g r a d Ф=s r a d -w-
Подставляя значения производных no t в уравнение движения, 

получаем 

ИЛИ 

g r a d ( P - 5 + p * ) = 0. 
Интегрирование по расстоянию дает для любого направления 

Производная от / (t) по любой пространственной координате 
равна нулю. 

Х-2.2.2. У с л о в и е К о ш и — П у а с с о н а н а с в о б о д ­
н о й п о в е р х н о с т и . На свободной поверхности, определя­
емой выражением z = т], давление р постоянно. Поэтому, включая 
функцию/ (t) в выражение производной dy/dt, мы получаем уравнение 
Бернулли: 

DT 
+ £Г) = const. 

Z-1) 
, Перемещение (свободной поверхности) предполагается беско­

нечно малым, поэтому dy/dt |2=Г| = dy/dt | г , „ . Дифференцируя все 
по t и учитывая, что dz/dt = w = dy/dz, при условии пренебрежения 
нелинейными членами (см. XVI-1.4), получим: 

at* ~Ё DZ U 

, Это — условие Коши — Пуассона на свободной поверхности, ко­
торое будет подробно рассмотрено в XVI-1.5. 

Х-2.3. Стационарное безвихревое движение идеальной жидкости. 
Уравнения движения вдоль осей OX, OY, OZ для стационарного 
безвихревого движения идеальной жидкости имеют вид (см. VI-1.2.3): 

а У2 

DX ~ 
\ _ ДР*_ /~ DX ' 

A D V* \ DP* 
( д у 2 \ . др* 

Р \~DZ~~ ) ~ ~ДТ'' 138 

или 
D 
ДХ 

( Р - £ - + Р * ) = О , 

£ ( Р £ + * ) - ° . 

1 ( Р ^ + Р - ) = О . 

В векторной форме получим: 

Р grad - т - grad р* или grad — + р * } = 0. 

Интегрирование этих уравнений по расстоянию дает для любого 
направления 

-1 V* -т~Р + P8Z — const, 

или, если все поделить на pg, 
V* 

со 
V* , Р тт 

Рис. Х-6. В безвихревом потоке полный 
напор в любой точке постоянен. 

1 — полный напор; г — пьезометрический на­
пор; 3 — скоростной напор V'/2g. 

где Н — константа, представ­
ляющая собой так называемый 
полный напор, т. е. сумму ско­
ростного напора V2/(2g), напора 
давленияр/а и напора возвыше­
ния (высоты положения, или 
геодезического напора) z. Вели­
чина р/со -+- z регистрируется 
пьезометром, она называется 
пьезометрическим напором 
(рис. Х-6). 

Наконец, мы получаем следующий очень важный результат: 
пространственные производные от полного напора Я в безвихревом 
движении равны нулю: 

grad (Н) = 0. 

Х-2.3.1. Физический смысл полученного уравнения хорошо из­
вестен: оно выражает сохранение энергии элементарной частицы 
жидкости в виде суммы кинетической энергии, энергии давления 
и потенциальной энергии. Подчеркнем, что в безвихревом движении 
Уравнение Бернулли справедливо для любого направления; т. е. 
оно справедливо как вдоль траектории, так и вдоль нормали к траек­
тории. Укажем также, что скорость V и давление р означают локаль­
ные значения скорости и давления и не относятся к средним значе­
ниям скорости и давления для поперечного сечения, как будет по­
казано при обобщении уравнения Бернулли для случая изучения 
потока в трубе (глава XII) . 
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В инженерной практике разработан целый ряд практических 
приложений указанной формулы. Например, расчет давления вдоль 
границы, если поле скоростей задано, можно выполнить, применяя 
данное уравнение с помощью метода гидродинамических сеток 
(см. ХТО). Надо помнить, что этот метод можно использовать только 
в случае безвихревого потока, который встречается на практике 
в коротких сужающихся гидротехнических сооружениях (см. П-4.4.). 

Х-2.3.2. Если выразить V через ср, то уравнение Бернулли будет 
иметь вид 

l[(^)'+(f)'+(H)']+" + PP=coMl. | 
Х-2.4. Нестационарный безвихревой поток идеальной жидкости. 

Если движение нестационарно, в уравнения, рассмотренные в пре­
дыдущем случае, необходимо ввести члены локальной инерции: 

ди , д / V2 \ 

РСаГ+Ж.у0—+р 

dv . д I V* к, л . \ п 

dw . a / V* . , \ ft 
Р — + ^ ( Р — + P + Pgz) = 0-

Если выразить и, v, w через <р аналогично тому, как это сделано 
в Х-2.2.1, то получим следующие равенства: 

д I да, , V* , \ А 

£ ( р | Ч р - ? - + р + № ) = о. 

^ ( р ^ + р ^ + р + р ^ ) = 0 ' 
или 

grad ̂ p-̂  + p_ + p-f-p̂ z) = 0. 
Интегрируя эти выражения по соответствующим направлениям 

и выражая V2 через ф, получаем для любого направления 

. р5 + 1[(5)"+(*)"+Ш']+р+р^-/(')-
Х-3. Вихревое движение идеальной жидкости 

Несмотря на тот факт, что физической причиной завихренности 
является трение, в теоретической гидравлике рассматриваются 
некоторые типы вихревого движения без учета сил трения. Такой 
случай и будет сейчас рассмотрен. Это послужит полезной основой 
для дальнейшего изучения реального вихревого потока в общем 
виде с учетом упрощающих допущений (см. главу XII) . 
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Будет показано, что в случае вихревого движения точное инте­
грирование в любом направлении невозможно. Однако возможно 
точное интегрирование вдоль траектории. 

Х-3.1. Стационарное вихревое движение идеальной жидкости. 
Х-3.1.1. Рассмотрим сначала уравнения движения в форме Эйлера 

Р dt * сх ' Р dt ~ ду ' P~dt ЮГ* 

где символ dlclt означает полную производную. Предполагается, 
что и, v и w изменяются только в пространстве. Поскольку движение 
стационарно, то частные производные duldt, dvldt и dwldt равны 
нулю. 

Умножим эти три уравнения соответственно на dx, dy и dz, 
которые по определению являются компонентами элемента линии 
тока dS (а не компонентами произвольно направленного элементар­
ного отрезка, как в Х-2), так что 

dx = и dt, dy = v dt, dz = wdt. 

Тогда, складывая все три уравнения, получаем 

р(£*+£*+£*) 
Подстановка в левую часть и, v и w вместо dxldt, dy/dt и dz/dt 

дает 

(и du v v dr -г w div) = d ̂  —-ЦгФ—) = d (-у-) • 
С другой стороны, правая часть является полным дифференциалом 

от р*. Отсюда окончательно получаем 

4 р ( ^ ) ] = - Ф * . 
т. е. 

р - т г + Р I P#z= const, 

Мы получили то же самое уравнение, что и в случае безвихре­
вого движения. При этом мы не вводили допущения об отсутствии 
завихренности, но возможность точного интегрирования была огра­
ничена только направлением вдоль линии тока, так как мы исполь­
зовали подстановку dx = и dt, dy = v dt и dz =w dt. 

X-3.1.2. Случай стационарного вихревого движения идеаль­
ной жидкости является очень важным, и поэтому при его исследова­
нии используются различные исходные формы записи движения. 

Продемонстрируем другой вывод уравнения Бернулли, рассмат­
ривая члены конвективной инерции в развернутом виде. (Преобразо­
вания для р* остаются теми же, что и в предыдущем случае.) 
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Умножим выражения для конвективной инерции вдоль осей коор­
динат соответственно на dx, dy и dz: 

( ди , си | ди \ , и — — г - v ——- w —— J dx, дх ду dz j 

I dv , dv , dv \ , 

l dw , dw , dw \ , 

P\unx- + V7y- + W n r ) d z -
Поскольку dx, dy, dz являются компонентами элемента линии 

тока dS , то из уравнения линии тока dx/u = dylv = dzfw = dt 
(см. 1-2.4) получим следующие равенства: 

vdx = udy; wdx = udz; wdy = vdz. 
Подставляя их в приведенные выше выражения и складывая 

полученные результаты, получим: 
/ ди , , ди , , ди , \ . / dv , , dv , , dv , Ь . 

p(u—dx + u^-dy + u^dz)+p(v — dx + v1¥dy + v^dz) + 
I dw , . dw , . dw , \ 

+ p(w—dx + w—dy + w — dz) = 
— p(udu+vdv-\-w dw) = d £p ( - . j - ) J • 

Полученный результат совпадает с тем, который приведен в 
Х-3.1.1. 

Х-3.1.3. Аналогичное интегрирование можно выполнить и в том 
случае, когда члены конвективной инерции записаны в виде: 

p [ i ( - i i ) + 2 ^ - ^ ) ] ^ I 

где T], I — коэффициенты вихря. Член p V2/2 прямо получается 
из компонент р {д/дх) (V2/2) dx, р (д/ду) (V2/2) dy, р (д/dz) (V2/2) dz, 
в то время как члены, содержащие £, rj, \ , исчезают после введения 
соотношений vdx = udy, wdx = udz, wdy = vdz, которые имеют 
место вдоль линии тока, несмотря на то, что сами величины £, л 
и в отличие от случая, рассмотренного в Х-2.3, не равны нулю. 

Х-3.1.4. Поскольку соотношение р V2/2 + р + pgz = const вы­
полняется вдоль линии тока dS (dx, dy, dz), то производная от пол­
ного напора Н = V2l2g + р/со + z вдоль этой траектории равна 
нулю: 

d I V2 , Р 

ИЛИ 

£ ^ = 0. 
55 

= 0 , 

1 4 2 

В стационарном потоке положительное значение величины 
dHldS означает, что вдоль траектории dS действует внешняя сила 
типа силы, обусловленной работой насоса. Если же dHldS меньше 
нуля, то это значит, что либо вдоль траектории dS действует внеш­
няя сила, обусловленная работой турбины, либо присутствует сила 
трения. 

Изменение величины Н вдоль S количественно характеризует 
(в линейных единицах) действие турбинных механизмов или потери 
напора. 

Рис. Х-7. В вихревом потоке пол­
ный напор изменяется от одной ли­

нии тока к другой. 
1 — ПОЛНЫЕ НАПОРЫ; 2 — ПЬЕЗОМЕТРИЧЕ­
СКИЙ НАПОР; з — СКОРОСТНЫЕ НАПОРЫ; 
4 — НАПОРЫ ДАВЛЕНИЯ; 5 — ПЛАСТИНА; 
В — РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ; 7 — ТРУБ­

КИ ПИТО. 

Рис. Х-8. Обозначения. 
1 — ЛИНИИ ТОКА; 2 — РАДИУС КРИВИЗНЫ. 

Х-3.1.5. Важно отметить, что 
в вихревом потоке величина Н 
изменяется при переходе от одной 
линии тока к другой, в то время 

как в безвихревом потоке величина Н для любой линии тока одина­
кова. Рисунок Х-7 иллюстрирует этот результат. 

Х.3.2. Распределение давления в направлении, перпендикуляр­
ном к линиям тока. Х-3.2.1. В безвихревом потоке изменение р 
в любом направлении находится путем применения уравнения Бер­
нулли к известному полю скорости. 

В вихревом потоке уравнение Бернулли дает изменение р вдоль 
линии тока как функцию изменения V, но не дает никаких указаний 
на то, каким образом происходит изменение р в направлении, пер­
пендикулярном к линиям тока. В инженерной практике, однако, оди­
наково важно знать изменение р в обоих указанных направлениях. 

Мы видели, что распределение давления в однородном потоке яв­
ляется гидростатическим (см. Х-2.1.2). Гидростатический закон сохра­
няет силу также в том случае, когда кривизна траекторий невелика. 

Х-3.2.2. Рассмотрим теперь общий случай, когда кривизна ли­
ний тока (траекторий) имеет заметную величину. Рассмотрим бес­
конечно малый, искривленный отрезок двухмерной трубки тока, 
показанный на рис. Х-8, и элементарную массу жидкости pdRdS, 
заключенную в этой трубке. 
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Поскольку движение происходит в направлении трубки тока, 
то это означает, что действие приложенных сил и сил инерции па 
указанную элементарную массу в направлении, перпендикулярном 
к линиям тока, уравновешивает друг друга. 

Инерция элементарной массы порождает центробежную силу, 
равную pdRdS V2IR, где R — радиус кривизны линий тока. При­
ложенные силы представляют собой разность сил давления, дей­
ствующих на две линии тока: 

(P+-^dR)dS-pdS = -§?[dRdS 

и силу тяжести: 
pg dR dS cos a. 

Подставляя значение cos a: 
dz ,„ 
W d R dz 

приравнивая силы инерции приложенным силам и деля все на объем 
dRdS, получаем 

У» S{p+pgi) 
Р R дП 

ИЛИ 

или также 

или еще 

Т/2 _ др* 

д Р* 

gR дЯ 

dR \ g (О 
0. 

Интегрирование этого уравнения вдоль dR позволяет рассчитать 
распределение давления по полю скорости вдоль искривленной 
границы, например вдоль приподнятого носка водослива. 

Если R стремится к бесконечности, то величина (d/dR)(p*Uo) 
стремится к нулю и р* = const, как и было найдено для случая 
однородного потока (см. Х-2.1.2). 

Х-3.2.3. Вывод, проделанный выше, не требовал допущения 
отсутствия завихренности. Следовательно, он справедлив как для 
безвихревого потока, так и для вихревого. Мы видели, что в без­
вихревом потоке распределение давления можно также найти с по­
мощью уравнения Бернулли, которое в этом случае справедливо 
для любого направления, в том числе и для направления, перпенди­
кулярного к линиям тока. Таким образом, в безвихревом потоке для 
расчета распределения давления по направлению, перпендикуляр­
ному к линиям тока, существуют два метода. Очевидно, что они 
должны давать одинаковый результат. Это можно продемонстриро-
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вать, комбинируя полученную выше формулу С условием отсутствия 
завихренности. 

Очень легко показать, что изменение полного напора Н = 
= V2/2g -f р*/ш вдоль радиуса кривизны R в безвихревом потоке 
равно пулю, т. е. что dHldR = 0. Подставляя сюда выражение, 
полученное в Х-3.2.2, получаем 

дН _ V_ov_ _д_ У_ ( дУ у \ 
дН g дН "Г" dR g \ dR ' R ) ' 

В безвихревом потоке VR = const, т. е. VdR -| RdV = 0. 
Отсюда dVldR + VIR = 0, т. е. dHldR = 0, а это озггачает, что 
величина Н одинакова для любой линии тока в безвихревом потоке, 
как и было показано в Х-2.3. 

Х-3.3. НЕСТАЦИОНАРНОЕ ВИХРЕВОЕ ДВИЖЕНИЕ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ. 

Вводя в три уравнения движения члены локальной инерции, умно­
жая эти уравнения соответственно на dx, dy, dz, складывая их 
и интегрируя вдоль линии тока таким же путем, как и в случае 
стационарного движения (см. Х-3.1.1), получаем 

„ V 2 1 - , Г I du , . dv , , dw , \ 

P — + P-T-pgz + p J ^ — d z + — d y - f _ d z ) = const, 
или 

у 2 С dV 
P — + Р-F Pgz + p \ —dS = const, 

т. e. 
„ dV . d / V2 V 

или, поделив все на pg: 

1 dV дН = n 

g dt "г" dS 

Если учесть силы трения, то последнее выражение будет меньше 
пуля. 

Х-4. В Ы В О Д Ы И НАИБОЛЕЕ ВАЖНЫЕ ФОРМУЛЫ 

В этой главе рассматривалась идеальная жидкость. В соответ­
ствии с этим допущением были получены следующие формулы: 

Закон гидростатики, стационарное медленное движение — 

р* = р 4- pgz == const; 

стационарный однородный поток (реальная жидкость); ось OZ 
составляет угол а с вертикалью — 

р -\- pgz cos a = const; 

нестационарное медленное движение — 

p^L + p*^f(t); 
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условие на свободной поверхности для нестационарного медлен­
ного движения — 

dt* ^ ё dz ~"и' 

стационарный безвихревой поток — 

Н = - Р - -4- -=—\- z = const; 
2? ' со 

нестационарное безвихревое движение — 

стационарный вихревой поток — ±_ I у * Р 1 dS i 2 * 
— 1 со 

стационарный поток (вихревой либо безвихревой) — 

gR d R \ a ^ 

нестационарный вихревой поток — 

д / V* . р . \ . \ dV п 

Все эти формулы получены точным интегрированием. К сожале­
нию, в инженерной практике могут найти применение лишь формулы, 
полученные для случая, когда движение считается безвихревым. 

В случае вихревого движения интегрирование удается осущест­
вить только вдоль бесконечно тонкой трубки тока, сводящейся 
к линии тока. Для того чтобы можно было использовать эти фор­
мулы на практике, надо выполнить интегрирование по поперечному 
сечению. Этот вопрос будет рассмотрен в главе XII «Обобщение 
уравнения Бернулли». 

УПРАЖНЕНИЯ 

Х-1. Скорость вокруг краев кругового цилиндра дается уравнением 

V = 2U sin 6, 
где U — скорость на бесконечно большом расстоянии от цилиндра, где давление 
равно р . Определите распределение давления вокруг цилиндра. 

О т в е т : 

Р - Р о о ^ р Р 1 [ 1 - 4 8 1 * 9 ] . 

Х-2. Покажите, что для стационарного потока справедливо равенство 
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а также два других подобных соотношения, получаемых из приведенного путем 
круговой перестановки членов. 

О т в е т : 

Х-3. Потенциал скорости для потока, обтекающего сферу радиуса Я, 
дается выражением 

/ft3 \ 
w = U I -2рг + г) c o s 6 ' 

Определите распределение скорости и давления вокруг сферы: 

dw 1 dw 
Pr~W>* V* = T W 

На основании полученного результата объясните форму дождевой капли, 
а также объясните, принимая во внимание наличие капиллярных эффектов,' 
почему существует максимальный критический размер капли, который не может 
быть превзойден. 

О т в е т : 

iV = 0, £>в = —1,5(7 sin G; 

P-P00 = {pU* ( l _ ! d n « e ) . 

Х-4. Волновой фильтр состоит из проволочной сетки, опущенной в поток 
жидкости. Такой фильтр создает пренебрежимо малые возмущения потока. 
Однако он приводит к появлению силы внутреннего трения F, пропорциональ­
ной средней скорости, т. е. F = — К \ . Движение потока будем считать без­
вихревым. Установите условие на свободной поверхности, которое следует 
использовать вместо условия Коши — Пуассона в случае, когда коэффициент 
пустотности равен единице (т. е. фильтр практически нематериален), и в слу­
чае, когда он имеет конечную величину е < 1. 

О т в е т : 

F = gradcp, 

T i f + s r a d [ f + ^ ] + * v = 0 -

Линеаризуя, получаем: 

g r a d [ T ^ + f + ^ + ^ ] = 0 -

На свободной поверхности, где z = т), имеем 

<5т] 1 dw 
~dt T I F ' 

1 d*w g dw Дф 
e dt* e dz ^ dt 
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Глав а XI 

КАРТИНА ПОТОКА. ФУНКЦИЯ ТОКА. ПОТЕНЦИАЛ 
СКОРОСТИ 

XI-1. Общие соображения об определении картины потока 

Законы, определяющие движение бесконечно малой частицы 
жидкости, были установлены в части I (см. II-9). Затем, в главе X, 
были получены некоторые общие соотношения между давлением 
и силой тяжести и скоростью. Связь между указанными величинами 
дается уравнением Бернулли, которое было выведено с помощью 
точного интегрирования независимо от граничных условий. Было 
показано, что такое интегрирование превращает равенство между 
силой и изменением количества движения в равенство между рабо 
той и энергией. Из полученных общих соотношений можно опреде 
лить давление р по известной скорости V и наоборот. 

Кроме того, дифференциальные уравнения, полученные из 
уравнений движения и неразрывности, позволяют нам непосред­
ственно найти теоретическое решение любой конкретной задачи, 
т. е. определить скорость V (или давление р), если поставлены 
определенные граничные условия. Эти граничные условия опреде­
ляют рассматриваемый конкретный случай, например случай лами­
нарного потока на наклонной плоскости, рассмотренный в VI-2. 

Однако в большинстве случаев, встречающихся в инженерной 
практике, граничные условия обычно слишком сложны, и, как 
указывалось выше, общего решения уравнений неразрывности 
и Навье — Стокса, по-видимому, не существует. Поэтому примене­
ние теории ограничено только самыми простыми случаями. Тем не 
менее в целом ряде практических задач рассматриваются ситуации, 
очень близкие к тем простым случаям, которые поддаются матема­
тическому анализу. Решение таких задач может быть выполнено 
после выбора схематизированных граничных условий, выраженных 
в достаточно простой математической форме. 

Цель настоящей главы заключается в изучении некоторых изв 
таких точных математических методов. Кроме того, на математи­
ческих принципах, изложенных в этой главе, основан целый ря 
приближенных методов: графических, численных или эксперимен 
тальных. Приближенные методы значительно расширяют облает 
применения теории и включают случаи с более сложными граппч 
ными условиями. Одним из таких приближенных методов являете 
хорошо известный метод гидродинамических сеток. 

Здесь всюду имеется в виду, что слово «точный» относится только 
к математическим операциям. Физическая точность завнеи 
от пределов применимости основных допущений, необходимых дл. 
использования данного метода. 

Уже отмечалось, что определению подлежат две неизвестны 
функции: скорость V и давление р , и что теоретически обе эти вели 
чины могут быть непосредственно найдены из уравнений движени 
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и неразрывности. Однако во многих случаях рассматриваемые методы 
позволяют лишь построить распределение относительной скорости 
I! виде поля скорости, рассчитанного по уравнению неразрывности 
с использованием некоторых допущений, например допущения об 
отсутствии завихренности. Вычисление абсолютной величины ско­
рости представляет собой второй этап расчета. Этот этап весьма 
несложен, если известна абсолютная величина скорости в какой-
либо одной точке или на границе. На третьем этапе определяется 
распределение давления. Это делается с помощью установленных 
в главе X соотношений между V и р , таких как уравнение Бернулли. 

В этой главе рассмотрена задача определения поля скорости 
с помощью некоторых особо важных аналитических методов. Эти 
аналитические методы основаны на использовании двух математи­
ческих понятий, позволяющих кратко и выразительно описать 
картину потока в целом. Этими понятиями являются: функция тока 
и потенциал скорости. 

XI-2. Функция тока 
XI-2.1. Определение. Функция тока представляет собой матема­

тическое средство компактного и четкого описания картины потока 
с помощью его линий тока. 

Функция тока может быть использована для вычисления потока 
несжимаемой жидкости любого типа: вихревого и безвихревого, 
стационарного и нестационарного, двухмерного и трехмерного, 
ламинарного и турбулентного, медленного и не медленного. В случае 
турбулентного движения, однако, имеется в виду, что линии тока 
описывают только осредненное по времени движение, т. е. вектор 
средней скорости V. Функцию тока можно использовать также для 
описания движения, осредненного по пространству, т. е. для потока 
через пористую среду при любом значении числа Рейнольдса. 

Хотя теоретически функция тока может быть определена и исполь­
зована и в случае трехмерного движения, однако ее расчет в этом 
случае очень сложен, а применимость ограничена. Поэтому на 
практике она используется главным образом в двухмерном потоке, 
и только этот случай и будет рассмотрен в данной книге. 

Функцию тока можно определить с помощью любой из несколь­
ких ее характеристик, и тогда другие характеристики можно вы­
вести из выбранного определения. Определим функцию тока через 
компоненты скорости так же, как мы это сделали для потенциала 
скорости ср. 

XI-2.2. Функция тога и неразрывность. Определение функции 
тока естественным образом вытекает из уравнения неразрывности 
ди/дх 4 dvldy = 0. Действительно, рассмотрим функцию ф (х, у, t), 
причем и = dtyldy, v = —oty/dx. Из уравнения неразрывности 
следует, что в любом случае (д/дх)(д^1 ду) — (д/ду)(д^1 дх) = 0, т. е. 
Функция ф всегда удовлетворяет условию неразрывности. Другими 
словами, существование функции ф подразумевает выполнение 
условия неразрывности, и наоборот, условие неразрывности подра­
зумевает существование функции тока. 
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XI-2.3. Функция тока, линии тока и расход. Функция ф = 
— const является не только уравнением одной линии тока, но и урав­
нением для любой линии тока в рассматриваемом потоке. Различным 
линиям тока соответствует различное значение постоянной в правой 
части. 

Чтобы подтвердить сказанное, рассмотрим уравнение линии 
тока dx/u = dylv (см. (1-2.3), которое можно переписать в виде 
udy—vdx = 0. Подставляя величины и и v, выраженные через ф, 
-получим уравнение для линий тока в виде 

-~dx+ -~ dy-дх ' ду = 0. 

Левая часть представляет собой полный пространственный диф­
ференциал от ф (х, у, t). Поэтому уравнение для любой линии тока 

Рис. XI-1. Расход и функция тока; 
обозначения. 

Рис. XI-2. Однородный поток, оп 
ределяемый функцией тока. 

можно записать в виде а"ф = 0, или в случае стационарного движе 
ния в виде ф (х, у) = const, а в случае нестационарного движения 
в виде ф (х, у, t0) = const. Изменение величины константы в право' 
части дает различные линии тока в рассматриваемом потоке, н 
сама функция ф (х, у) сохраняет свою аналитическую форму неиз­
менной. Именно по этой причине функция ф и называется функцие" 
тока. 

Рассмотрим картину потока, показанную на рис. XI-1. Расхо 
dQ, проходящий через элемент dn, перпендикулярный к линия 
тока, равен 

что также представляет собой полный пространственный дифферен 
циал от ф. Отсюда следует, что V = dQIdn = dty/dn. 

Полный расход между двумя соседними линиями тока ф х (х, у) 
= Кх и ф 2 (х, у) — К2 получаем путем интегрирования от А до В 

\dQ= | й ф = ф 2 - ф 1 = Лф. 
АВ АВ 
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Таким образом, полный расход между двумя линиями тока выра­
жается разностью соответствующих им значений ф х = Л Г 1 и ф 2 = К2„ 
Средняя величина скорости между точками А и В равна 

V = -
Дге АВ * 

XI-2.4. Пример функции тока — однородный поток. Функция 
тока в однородном потоке может иметь вид (рис. XI-2) 

ф = А у — Вх. 

Компоненты скорости в этом случае будут: 

ц = - ^ - = Л у = — — = В 
ду 1 дх ' 

и тогда V = У А2 4- В2. Величина V не зависит от х и у, т. е. поток 
является однородным. 

Уравнение линий тока имеет вид 

Ау—Вх = К. 
Линии тока являются прямыми, наклон которых равен ylx — 

= В/А. Разным значениям К соответствуют разные линии тока. 
Расход между двумя линиями тока определяется разностью соответ­
ствующих значений К. 

XI-2.5. Функция тока и вихревое движение. Интенсивность вихря 
(см. главу II) определяется выражением 2£ = ди/ду — dv/dx. 
Если выразить и и v через ф, то получим 

_ _д_ дтр 6 1 \ _ (92VJ) £2^ 
^ ^ ~ду ~ду ~"Ъ~х \ ~~дх ) — ду* ' дх* ' 

т. е. 
2£ = у 2 Ф-

Таким образом, безвихревое движение, в котором £ = 0, опре» 
деляется функцией тока ф, являющейся решением уравнения Лап­
ласа у 2 ф = 0. Другими словами, уравнение А 2ф = 0 определяет 
безвихревое движение, удовлетворяющее условию неразрывности. 
Можно легко показать, что однородный поток, определяемый функ­
цией тока в примере, данном в XI-2.4, является безвихревым. 

XI-2.6. Общие замечания об использовании функции тока. Функ­
цию тока можно использовать для расчета картины потока с помощью 
основных уравнений (движения и неразрывности), выражая в этих 
Уравнениях и и v через ф. В этом случае задача сводится к нахожде­
нию только одной неизвестной ф вместо двух (и и v), но, в соответ­
ствии с определением функции тока, порядок уравнения повышается 
на одну степень. 

Например, рассмотрим уравнения, используемые в теории погра­
ничного слоя (см. IV-5.2.4 и V-4.3): 

Уравнение неразрывности ди/дх + dv/ду = 0; уравнение дви­
жения иди/дх + vdu/ду = vd2u/dy2. 
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Определяя па основании первого уравнения функцию ф из соот­
ношений 

ду (W) и — —~ И V = ду дх 
и подставляя соответствующие значения и к v в уравнение движе­
ния, получаем 

dty o2ib d\p 2̂гр _ ЙЗ\Ь 
Й!/ 9Ж дХ ду* ду'* 

Теперь требуется отыскать только одну неизвестную ф, но 
само уравнение — третьего порядка, а не второго, как было в случае, 
когда движение описывалось двумя компонентами скорости и и v. 
Одним словом, функция тока позволяет преобразовать систему двух 
уравнений с двумя неизвестными и и v в одно уравнение более высо­
кого порядка с одним неизвестным. 

Введя граничные условия, можно найти из полученного уравне­
ния теоретические значения ф последовательным интегрированием, 
после чего величины и и v находятся простым дифференцированием. 

X I - 3 . Потенциал скорости 

XI-3.1. Употребление. Потенциал скорости был определен в II-5.3. 
Подобно функции тока, эта функция является математическим сред­
ством компактного описания картины потока. 

Потенциал скорости может быть использован для любого типа 
безвихревого потока: стационарного и нестационарного, двухмерного 
и трехмерного. Он может применяться для исследования турбулент­
ного движения при условии, что он будет относиться к осредненному 
по времени движению, а турбулентность будет близкой к изотроп­
ной. На практике турбулентный поток за пределами пограничного 
слоя часто может рассматриваться как безвихревой (см. VIII-2.2). 

Потенциал скорости может применяться и для изучения потока 
сквозь пористую среду, если он будет относиться к осредненному 
по пространству движению, а число Рейнольдса будет меньше еди­
ницы (см. IX-2.6). 

За исключением этого последнего случая, потенциал скорости 
может применяться только, если влияние трения пренебрежимо мало 
и в коротких сужающихся гидротехнических сооружениях. При его 
использовании для дивергентной (расходящейся) части потока 
надо помнить, что силы конвективной инерции часто приводят к 
явлению отрыва и появлению вихревых зон и что существует огра­
ничение для возможности применения потенциала скорости. Если 
поверхность отрыва известна, то поток за пределами застойной зоны 
также можно описывать с помощью потенциала скорости при усло­
вии, что влияние трения пренебрежимо мало, как это делалос 
в конвергентной (сходящейся) части потока. 

XI-3.2. Определение. Напомним, что потенциал скорости опре 
деляется как такая функция от (х, у, z, t), которая, будучи про 
дифференцирована по любому направлению, дает компоненту ско 
1 5 2 

рости в этом направлении. Например, скорость в направлении S-
равна: V = (dw/dS) или dw = V - d S . 

В частности, в направлении осей OX, OY, OZ функция Ф опре­
деляется выражениями: 

dq> дФ dw 
дх ду dz 

XI-3.3. Потенциал скорости и вихревое движение. Было показано, 
что потенциал скорости существует только в случае безвихревого 
движения. Для двухмерного движения условие отсутствия завихрен­
ности имеет вид (см. П-4.1) 

ду дх 
Выражая компоненты скорости через Ф, получим 

д dw д dw Q 

ду дх дх ду 
Это выражение представляет собой тождество и означает, что-

функция Ф всегда удовлетворяет условию отсутствия завихренности; 
другими словами, существование Ф подразумевает, что поток является 
безвихревым. Аналогичные выводы можно получить и для трехмер­
ного движения. 

Интересно отметить следующую параллель: потенциал скорости 
является естественным математическим следствием допущения отсут­
ствия завихренности в потоке ди/ду—dv/дх = О, точно так же, как 
функция тока является естественным математическим следствием 
условия неразрывности ди/дх - j - dv/ду = 0. 

XI-3.4. Эквипотенциальные линии и эквипотенциальные поверх­
ности. Эквипотенциальной линией в двухмерном движении и экви­
потенциальной поверхностью в трехмерном движении называются 
такая линия или поверхность, в каждой точке которой функция Ф 
сохраняет постоянное значение: 

ф (х, у, z) = const = К, 

т(х, у, z, t0) = const = К, 

4^- dx 4- 4^- dy — dz = 0, или dw = 0. 
дх ' ду * dz т 

Различные значения постоянной К определяют различные экви­
потенциальные линии или поверхности, подобно тому как различ­
ные значения функции тока (ф = К) определяли различные линии 
тока. 

С другой стороны, вектор скорости и линии тока всегда перпен­
дикулярны к эквипотенциальным линиям или поверхностям. Рас­
смотрим уравнение эквипотенциальной линии, данное выше для слу­
чая двухмерного потока: 

— dx 4 - 4 r - dy = 0, или и dx 4 - v dy — 0. 
дх dy i c 

или 

т. е. 
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Отсюда следует, что наклон эквипотенциальной линии раве в 

dyldx = — ulv, т. е. он составляет прямой угол с наклоном лини» 
тока (см. XI-2.3). С помощью соображений более общего характера 
этот результат следует из того факта, что величины dy'dx, dy/fa 
dy/dz представляют собой направляющие косинусы перпендикуляра 

к поверхности, определяемой 
соотношением ср = К. 

XI-3.5. Потенциал скорости 
и неразрывность. Напомним 
что подстановка функции ср 
в уравнение неразрывности 
ди/дх -f dv/ду -f- dw/dz 0 ве­
дет к выражению у2ср = Q 
(см. III-3.4). Аналогично, под­
становка функции гр в уравне­
ние, выражающее отсутствие 
завихренности, ведет к выраже­
нию у2гр = 0, как было пока­
зано в XI-2.6. 

Таким образом, двухмерный 
безвихревой поток может быть 

определен путем решения либо уравнения у2ср = 0, либо уравнения 
у2гр = 0. 

Эти соображения иллюстрируются в обобщенном виде следую­
щей таблицей: 

Рис. XI-3. Однородный поток, опреде­
ляемый потенциалом скорости. 

Неразрывность 
служит условием для 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ гр, 
а выражается в виде 

у2Ф = 0 

Отсутствие завихренности 
служит условием для 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ф, 
а выражается в виде 

у2г|, = о 

Одним словом, оба выражения, и у2ср = 0 и у2гр = 0, опреде­
ляют безвихревое движение, удовлетворяющее условию неразрыв­
ности. 

XI-3.6. Пример потенциала скорости: однородный поток. Наибо­
лее простым примером является двухмерный однородный поток, для 
которого потенциал скорости имеет вид (рис. XI-3) 

Ф = Ax-j-By. 

Компоненты скорости в любой точке будут: 

» = » = % = B , V = VA> + * . I 
Это тот же самый поток, который задавался функцией тока 

ip => Ау — Вх. 

Эквипотенциальные линии задаются путем приравнивания ср. 
азличным константам К: 

Ах + Ву = К. 

Эти линии являются прямыми, наклон которых равен 

х В 

Отметим, что эти эквипотенциальные линии перпендикулярны 
к линиям тока (см. XI-3.4). 

XI-3.7. Общие замечания об использовании потенциала скорости.. 
Введение ср вместо и, v и w в основные уравнения движения и не­
разрывности сводит число неизвестных от трех (или двух в случае 
двухмерного движения) к одному. Однако порядок производных 
повышается на одну степень. Тогда подлежащая решению система 
уравнений приобретает следующий общий вид: 

уравнение неразрывности: у2ср = 0; 
уравнение движения: pdy/dt -f- (р/2) [(ду/дх)2 + (ду/ду)2 + 

+ (dyldz)2] + p + pgz = f (t). 
Это уравнение движения часто используется в качестве условия 

на свободной поверхности, причем тогда р = const. Но в этом слу­
чае приходится вводить другую неизвестную функцию: z = п (х, у, t), 
являющуюся уравнением свободной поверхности. Правда, в случае 
бесконечно малых движений эта неизвестная может быть исключена, 
и уравнение движения вместе с уравнением свободной поверхности 
просто заменяются так называемым условием Коши — Пуассона: 

dt* ^ ё dz 

Этот вопрос рассмотрен в главе XVI. Граничное условие на 
фиксированной твердой границе имеет вид ду/дп = 0, что указывает 
на равенство нулю компоненты скорости, перпендикулярной к гра­
нице. Безвихревой поток под давлением определяется, по крайней 
мере в относительных величинах, только из условия неразрывностц 
V2<P = 0 и условия на фиксированной границе ду/дп = 0. 

XI-4. Стационарное, безвихревое, двухмерное движение. 
Циркуляция скорости 

XI-4.1. Обзор. Пример. Полярные координаты. XI-4.1.1. О б з о р , 
^ Р е д ы д у щ и х р е з у л ь т а т о в . Как было показано выше, 
езвихревое двухмерное движение удовлетворяет всем условиям, 

пРедставленным в обобщенном виде в следующей таблице, которая 
п°дчеркивает параллельность свойств функции тока и потенциала 
С корости: 
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функцию тока ф потенциал скорости ф 

Линии тока определяются выраже­
ниями d\b = 0; rb — К 

Эквипотенцнал!.ш.ю липни определя­
ются выражениями а'ф —0; ф =Kj 

Неразрывность 
ди .dv q 
дх ду 

Отсутствие завихренности 

•£"~£-« ду дх 

позволяет определить 

Выражения для компонент скорости имеют вид: 

ц 1 g j _ d(f . 
ду дх ' 
£tb dw 
дх ду ' 

дур dw 
~д~К ~~d~S 

dn— элемент эквипотенциальной ли­
нии, определяемой уравнением 
<?Ф = 0; 

dn перпендикулярен к линиям тока 

Отсутствие завихренности выража­
ется уравнением у 2 ф = 0 

dS — элемент линии тока, определяе­
мой уравнением rfib = 0; 

dS — перпендикулярен к эквипотен­
циальным линиям 

Условие неразрывности выражается 
уравнением sj-w — O 

Из перечисленных свойств следуют и многие другие, которые 
позволили разработать целый ряд весьма гибких и эффективных 
методов изучения стационарного, безвихревого, двухмерного 

движения. Поэтому такое движение занимает в гидродинамике и инже­
нерной практике чрезвычайно важное место, ибо многие виды трех­
мерного движения могут с успехом исследоваться как двухмерные, 
так как либо вертикальной компонентой, либо одной из горизонта.ть-
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п е р п е н д и -
п л а с т и н к и 

н ых часто можно пренебречь. Например, поток в широкой реке, 
где влияние подпора слабо, или поток к скважине часто могут рас­
сматриваться как двухмерное движение. 

Читатель может обратиться к главе II и к разделу XI-3.1, чтобы 
вспомнить, когда поток может считаться безвихревым и когда, сле­
довательно, можно применять излагаемые ниже методы. 

XI-4.1.2. П р и м е р : п о т о к 
в с т о р о н у 
к у л я р н о й 
( и л и п о т о к в н у т р и п р я ­
м о г о у г л а ) . Простой пример 
однородного потока уже был рас­
смотрен. Другим примером без­
вихревого двухмерного потока 
является поток, определяемый 
функцией тока: ф = ху. Задаваясь 
различными постоянными значе­
ниями ф, мы получаем, что линии 
тока представляют собой семейство прямоугольных гипербол, даю­
щих картину потока, направленного к пластинке, расположенной 
перпендикулярно к первоначальному движению (рис. XI-4). Такое 
движение является безвихревым, поскольку 

Рис. Х1-5. Полярные координаты; 
обозначения. 

du 
~дУ 

dv 
дх 

<?2гЬ д*^ п 

dyi dx* 

Следовательно, существует потенциал скорости. Его можно 
найти, рассматривая следующие равенства: 

£Ф 
дх ду 

<5tb 
дх 

Отсюда 

Ф = j " х dx — • 

Легко показать, что выражение ф = (1/2)(х2—у2) удовлетворяет 
обоим указанным выше условиям. 

Эквипотенциальные линии, определяемые уравнением ф = const, 
образуют семейство прямоугольных гипербол, в любой точке нор­
мальных к линиям тока. 

XI-4.1.3. П о л я р н ы е к о о р д и н а т ы . Перед переходом 
изучению некоторых типичных картин потока полезно установить 

1 я Д Фундаментальных соотношений в полярных координатах. Из 
Рис XI-5 видно, что 

или 
V = и 4- v = \ г 4- v e , 

vr = u cos 0 4- v sin В, vq — и sin 0 - v cos 0. 
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Также можно записать: 
xl~ rcosB, г/= л-sin 6; 

дх 
~dF — COS I 

1 дх . п 

7 1 = - S l n e ; 

4̂  = sin 6; 
i_dy_ 
r dQ •• COS 6. 

Вводя в приведенное выше уравнения функцию г|з, получаем 

, ,=i[f ( , c „ s e ) + | L ( - r s l „ e , ] - ] 
J_ Г 5гр ду_ . d i p дх_~1 __ 

~~ г \_~ду dQ'l'Jx' Ж J ~ ' 
1_ дгр 
г Ж" 

d\b . dii> „ dip du - 4 sin 9 -2- cos Э = — Л - Л 

Вводя функцию ф, получаем: 
5ф 5ж . Лр дг/ (5ф 

<5гр to dip 
~дг~ 

дх дг ду дг дг 

1 Г<?Ф / • а\ 1 <?Ф , „,"1 1 Г Зф дх , д<( ду~\ 1 <3ф 

Окончательно находим: 
__ 1 отр _ <5ф . . dip 1 да } 

V r " Т 7JQ ~ ~дТ ' V q ~ ~ ~дг~ ~ Т dQ \ 

Путем аналогичных выкладок находим, что условие отсутствия 
завихренности для двухмерного потока 

2 S = |̂ -4̂  = 0 
ду дх 

в цилиндрических координатах будет иметь вид 

2£ = 
д (rvH) 

дг 
1 диг _ 0 

' г dQ 

XI-4.2. Элементарные формы потока и циркуляция. 
XI-4.2.1. Э л е м е н т а р н ы е ф о р м ы п о т о к а . Многие 
случаи, встречающиеся в инженерной практике, очень близки 
к некоторым стандартным формам потока. Большое число стандарт­
ных форм можно получить путем комбинации или преобразования 
трех основных элементарных форм. Этими тремя основными формами 
потока являются (рис. XI-6): , 

а) однородный поток, рассмотренный в виде примера в XI-2- 4 

и XI-3.6; 
б) радиальный поток с источником либо стоком в центре; 
в) круговой поток или водоворот (потенциальный вихрь), кото­

рый является безвихревым потоком с так называемой циркуля 
цией скорости. Если имеется один такой водоворот или сочетаяи 
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нескольких водоворотов, то результирующая сложная картина 
потока остается безвихревой. Однако циркуляция скорости не может 
быть равной нулю, если область, определяемая путем интегрирова­
ния, включает один водоворот. 

XI-4.2.2. Ф о р м ы п о т о к а б е з ц и р к у л я ц и и с к о ­
р о с т и . В качестве примеров приведем несколько элементарных 
комбинаций форм потока без циркуляции (рис. XI-7): 

а) источник и сток; 
б) дублет — источник и сток в одной точке; 
в) поток вокруг полутела — источник и однородный поток; 
г) обтекание цилиндра — дублет и однородный поток; 

Рис XI-6. Основные 
типы потока. 

ток; 2 — источник; 
3 — вихри. 

д) обтекание длинного тела (тело Рэнкина или закрепленное 
удобообтекаемое тело) — источник, сток и однородный поток; или 
источник, серия стоков и однородный поток. . 

XI-4.2.3. Ф о р м ы п о т о к а с ц и р к у л я ц и е й с к о ­
р о с т и . Примерами элементарных комбинаций форм потока с цир­
куляцией скорости являются (рис. XI-8): 

а) спиральный водоворот — сток и водоворот; 
б) обтекание цилиндра с циркуляцией скорости; 
в) обтекание цилиндра с циркуляцией скорости можно с помощью 

конформного отображения преобразовать в поток вокруг крыла, 
^тот вопрос относится к теории крыла. 

XI-4.2.4. И с т о ч н и к и с т о к . Источник представляет 
ооои радиальный поток, направленный наружу от центральной 
'Чки, которая считается бесконечно малой (рис. XI-6). Сток пред-

С тавляет собо и радиальный поток, направленный внутрь к централь­ной точке. 
1а практике такой поток На 

СКВ03Ь довольно хорошо описывает поток 
пористую среду в направлении скважины небольшого 
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Рис. XI-7. Примеры комбинаций основных типов потока 
без циркуляции. 

1 — источник; 2 — сток; 3 — дублет; 4 — источник; 5 — дублет; « — 
источник; 7 — сток; а, б — отдельные особые точки потока; в — об­

текание полутела; г — обтекание цилиндра; в — обтекание тела. 

Рис. XI-8. Примеры потока с циркуляцией скорости. 
1 — циркуляция; 2 — воздушное крыло; а — спиральный 

вихрь; б — обтекание цилиндра, в — обтекание крыла. 

диаметра, если вертикальная компонента мала, т. е. если мала 
кривизна зеркала грунтовых вод. Однако главная пдичхтаа интереса 
к этим элементарным формам заключается, как указы* члось, в том, 
что обычно встречающиеся в инженерной практике сложные формы 
потока часто можно представить в виде комбинации источников, 
стоков и других элементарных форм. 

Пусть расход источника равен Q. Компоненты скорости в любой 
точке будут: 

VQ = О (из соображений симметрии), 
С? _ <?Ф _ 

2лг дг 
dip 
dQ 

НЫМ 
Функция тока и потенциал скорости получаются непосредствен-

интегрированием. Они равны: 

ф 0 А Q 1 

Эквипотенциальные линии (ф = const) являются окружностями 
(г = const). Линии тока (ф = const) являются прямыми радиусами 
(0 = const). Изменение Q на —Q 
дает функции ф и ф для стока. 

Легко показать, что потенциал 
скорости в трехмерном источнике, 
где V = ()/(4яг 2), будет: ф = <?/(4лг). 
В этом случае эквипотенциальные 
поверхности (ф = const) будут пред­
ставлять собой сферы (г = const). 

XI-4.2.5. В о д о в о р о т ( п о ­
т е н ц и а л ь н ы й в и х р ь ) . Во­
доворот представляет собой поток, 
в котором линии тока являются кон­
центрическими окружностями (рис. 
XI-9). В «вынужденном водовороте» 
вода вращается как монолитная 
масса и скорость пропорциональна 
расстоянию от центра (см. И-4.1). 

Здесь мы изучаем «свободный водоворот» (потенциальный вихрь). 
Поток такого типа является чисто математическим понятием, не 
имеющим физического эквивалента. Однако в сочетании с другими 
простыми потоками, такими как однородный поток или сток, он 
может иметь физический смысл. 

В свободном водовороте распределение скорости определяется 
законом Vr = const = К/(2л). Отсюда видно, что у 0 стремится 
к бесконечности при стремлении г к нулю. Такое движение является 
безвихревым. 

Поскольку движение вдоль радиуса отсутствует, то 

Рис. XI-9. Потенциальный вихрь. 

ду 
сг - 1 - ^ = 0. 

ае 
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Отсюда получаем 

_ v — к — 1 5 ф _ ^ 

что дает нам выражения: 

<Р = - | Г 0 ' a f = - l ^ r d r = - ^ l n r - Л 
Общий вид картины потока такой же, как и в случае источника 

или стока, только линии тока и эквипотенциальные линии поменя­
лись теперь местами. Поскольку поток является безвихревым, то 
в любом месте его можно использовать уравнение Бернулли: 

откуда 

V2 , р* + • 5 - + ^ - = const, 
2g со 

К 2 • £ = const. 
8nWg 1 й 

Интересно отметить, что когда г стремится к нулю, величина 
р*/(0 стремится к —оо. Таким образом, наличие водоворотов в потоке 
является одной из важнейших причин возникновения кавитации, 
когда воздух не может проникнуть в центр водоворота со свободной 
поверхности. Тогда при г -*• 0 приобретают большое значение капил­
лярные силы. 

XI-4.2.6. Ц и р к у л я ц и я с к о р о с т и . О п р е д е л е н и е . 
Циркуляция представляет собой математическое понятие, на кото­
ром основаны теории крыла, лопастей турбин и насосов, пропелле­
ров, гребных винтов, эффекта Магнуса, вызывающего отклонение 
теннисного мяча, некоторых видов движения песка в потоке, и др. 

Циркуляция определяется как интеграл вдоль любой замкнутой 
кривой S от касательной к этой кривой компоненты скорости Vg-

Г = J Vs dS. 
В 

Можно показать, что в безвихревом потоке циркуляция Г равна 
нулю. Исключение составляет случай, когда область, окруженная 
замкнутой кривой, включает точку, являющуюся центром свобод­
ного водоворота. Тогда 

Г = vq•2яг 
и, поскольку 

к 
то 

Г = К. 
Такой поток называется безвихревым потоком с циркуляцией. 

В вихревом потоке циркуляция вдоль замкнутой кривой в обще" 
отлична от нуля, и можно показать, что циркуляция вдоль кривой, 

окружающей элементарную площадь dx dy, равна dT = t,dx dy. 
Можно также показать, что циркуляция Г равна потоку вектора 
вихря, имеющего компоненты £, rj, | , через рассматриваемую пло­
щадь, ограниченную кривой S. Здесь мы ограничимся только опре­
делением важного понятия циркуляции. Применение его требует 
изучения разделов гидромеханики, выходящих за пределы содержа­
ния этой книги. 

XI-4.3. Комбинация элементарных форм потока. Как указывалось 
выше, большое количество весьма сложных форм потока можно 
получить простым наложением друг на друга трех основных 

V 
V \ А, 

6 1 
15 и 

' / /_*—"""̂  / ? , л 
/ —^7 / Ф-0 

"\ /\ Л 

А 1^7 
— ~ ~ ~ 

12 [~~~~~~~~~~:~:^к 

Рпс. XI-10. Графический метод суперпозиции типов потока. 

элементарных форм, рассмотренных в предыдущих параграфах: одно­
родного потока, радиального потока (источника или стока) и круго­
вого потока (водоворота). 

Сначала будут даны примеры, а затем путем рассмотрения гра­
ничных условий будут проанализированы условия, которым должны 
удовлетворять суммируемые формы потока, потенциал скорости 
и функции тока. Кроме того, дано несколько более общее рассмотре­
ние методов расчета, применяемых в гидравлике. 

XI-4.3.1. Д в а п р и м е р а . XI-4.3.1.1. Обтекание полу-
тела. Мы уже видели, что однородный поток может быть определен 
выражениями ф х = Ах или ф х = Ау. Источник может быть опре­
делен выражениями ф 2 = (Q/2n) In г или ф 2 = (Q/2n)Q. Суммирова­
ние дает форму потока, определяемую потенциалом скорости 

и Функцией тока 
4> = 4>i + 4>2 = Ax + -2-lnr 

Р̂ = Ф 1 + ф 2 = ^ + ^ - е . 

что ттР

а Ш п о т о к а п о к а з а н а на рис. XI-10. Можно ясно видеть, 
ней ^ т р а л ь н а я линия тока полностью отделяет источник от внеш-
мер к П Л 0 С К 0 С Т И - Э т У линию тока можно рассматривать, напри-

*»! <ак закругленный конец пирса. Если рассматривать рисунок 
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как вертикальное сечение потока, то его верхняя половина может 
служить изображением ветрового потока над холмом. 

Линии тока и эквипотенциальные линии могут быть получены 
графически из двух исходных форм потока. Для этого достаточно 
найти ряд точек, в которых сумма величин ярх = К1 (или ц>1 = К[) 
и яр2 = к2 (или ф 2 = К[) равнялась бы одной и той же величине 
К (К'). Например, пересечение линий ярх = 4 и яр2 == 5 определяет 
точку со значением тр = тр! + тр2 = 9. Пересечение линий трх == 3 
и ip2 = 6 также определяет точку со значением яр = 9. Линия, 
соединяющая все такие точки, и будет линией тока, помеченной 
обозначением -ф = 9. Провести такие линии очень несложно, если 
в двух элементарных формах потока выбран одинаковый интер­
вал Ляр (или Аф). В случае, показанном на рис. XI-10, этот 
интервал Дяр равен единице. 

XI-4.3.1.2. Обтекание цилиндра. Аналогично можно показать, 
что один источник и один сток одинаковой интенсивности и располо­
женные в одной и той же точке образуют дублет, определяемый 
функцией тока 

= — -
Наложение дублета на однородный поток я|з2 = i7r sin в дает 

линию тока в форме направляющей цилиндра. Таким образом, 
внешний относительно этой линии тока поток можно рассматривать 
как поток идеальной жидкости, обтекающей цилиндр. Функция 
тока для такого потока имеет вид 

К sin 8 , ТТ • а яр = Ь (7r sin 0, 

или 
y;==U(r — - ^ - ) s i n 9 , 

где R = Y"k/U, a U — скорость на бесконечном удалении от ци­
линдра. Можно показать, что R — радиус цилиндра. Потенциал 
скорости будет 

Ф - - ( 7 ( г + - ^ ) c o s 6 . 

Распределение скорости вокруг цилиндра описывается выраже­
нием 

F = z , E | ^ B = 7 l r = 2 C 7 s i n e ' 
а распределение давления — выражением 

(p-Pco) = ±pU* ( 1 - 4 sin 2 6), 

г д е Р о о _ давление на бесконечности. Можно показать, что чистая 
сила давления на цилиндр, определяемая выражением 

Я / 4 

F = 4 J pcosQRdQ, 
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Рис. XI-11. Типы потока в зависимости 
от формы свободной поверхности. 

1 — свободная поверхность. 

равна нулю. Этот результат является общим. Полная сила, действу­
ющая со стороны однородного потока идеальной жидкости на погру­
женное тело, при отсутствии циркуляции скорости равна нулю. 
Это парадокс Даламбера. 

ХГ4.3.2. О б щ е е п р а в и л о с у м м и р о в а н и я . По­
скольку ф 1 , ф 2 , ф Я! ••• являются решениями уравнения у 2 ф = О, 
т о и любая комбинация Ф = Ф1 + ф 2 + ... + ф„ + . . . также 
является решением этого же уравнения, и, таким образом, описы­
ваемая ею форма потока возможна. Такое же правило существует 
для функции тока яр, являющейся решением уравнения у2яр = 0. 
Это правило имеет ограничения. Их мы и рассмотрим в следующем 
разделе. 

XI-4.3.3. О г р а н и ч е ­
н и я п р а в и л а с у м ­
м и р о в а н и я . Примеры 
позволят лучше понять сущ­
ность наших рассуждений. 
Рассмотрим потоки, показан­
ные на рис. XI-11. 

В случае потока под да­
влением суммирование реше­
ний, характеризуемых ско­
ростями Vj и V 2 в данной 
точке, не изменяет формы 
потока, поскольку она не зависит от абсолютной величины скорости. 
Во втором же случае, в потоке со свободной поверхностью, форма 
потока изменится, поскольку наклон свободной поверхности изме­
няется в зависимости от скорости. В этом случае решения нельзя 
суммировать, так как они зависят от абсолютной величины скорости. 
Это происходит оттого, что поток описывается нелинейным уравне­
нием — уравнением движения, или более точно — уравнением Бер­
нулли, в котором возвышение свободной поверхности связано с квад­
ратом скорости. Форму потока под давлением можно определить 
прямо по фиксированным границам, которые дают положение двух ли­
нии тока. Эта форма потока зависит только от линейных соотношений: 

уравнение неразрывности: ди/дх + ди/ду = 0, или у 2 ф = 0; 
условие отсутствия завихренности: ди/ду — dv/дх = 0, или 

у2яр = 0; 
граничное условие: дц/дп = 0. 
Это граничное условие содержит только требование неразрыв­

ности. Форма потока зависит не от абсолютной величины скорости, 
а только от ее относительной величины. Одним словом, решение, 
описывающее форму потока под давлением, при данных граничных 
Условиях является единственным. Часто вместо граничного условия 
"вдается абсолютная величина скорости в какой-либо точке, но само 

ределение этой скорости может требовать применения нелинейного 
Уравнения движения. На последнем этапе можно независимым 

Разом рассчитать распределение давления с помощью уравнения 
и > к е н и я в форме уравнения Бернулли. 
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Во втором случае поток имеет свободную поверхность. Положе­
ние этой свободной поверхности неизвестно и должно быть рассчи­
тано с помощью как нелинейного уравнения движения, так и урав­
нения неразрывности. Граничное условие на свободной поверхности, 
р = const, содержит силу и должно быть введено в уравнение дви­
жения для расчета формы линий тока свободной поверхности. В свою 
очередь эта форма оказывает влияние на картину потока. 

Таким образом, форма потока и поле скорости — с одной сто­
роны, и распределение давления и линии тока свободной поверх­
ности, с другой, не могут быть рассчитаны независимо последова­
тельными этапами, как в предыдущем случае. Форма потока зависит 
от абсолютной величины скорости и может быть определена только 
путем совместного рассмотрения линейного уравнения неразрыв­
ности и нелинейного уравнения движения. Допущение об отсутствии 
завихренности можно ввести в уравнение движения, но это не делает 
уравнение движения линейным. Приведенные выше соображения 
ведут к несколько более общим замечаниям о важности граничных 
условий. 

XI-5 . Соображения о важности граничных условий 

XI-5.1. Теоретические соображения о различных тинах потока. 
Из изложенного выше следует, что в любом потоке метод определе­
ния формы потока зависит от типа граничных условий и от допуще­
ний относительно завихренности. С этой точки зрения можно 
выделить две главные категории движения, которые встречаются 
во всех методах, применяемых в гидравлике: аналитических, числен­
ных, графических или аналоговых. Эти главные категории представ­
ляют собой, с одной стороны, безвихревое движение под давлением 
и медленное движение, а с другой — поток со свободпой поверх­
ностью и поток при наличии сил трения. 

XI-5.2. Безвихревое движение под давлением и медленное 
движение. Первая категория включает все виды безвихревого дви­
жения под давлением, или движения, которые считают таковыми, 
а также медленное движение, в котором квадратичными членами 
можно пренебречь. 

XI-5.2.1. С л у ч а й п о т о к а п о д д а в л е н и е м . Линии 
тока на границах полностью определены, поскольку они совпадают 
с границами. Граничные условия требуют соблюдения условия 
неразрывности, т. е. чтобы скорость была направлена параллельно 
границе. Форма потока полностью зависит только от линейных урав­
нений, выражающих условия неразрывности и отсутствия завихрен­
ности. В этом случае форма потока определяется относительно 
легко. 

Поле скорости выражается в относительных величинах. Для пере­
хода к абсолютным величинам в одной точке должна быть известна 
абсолютная величина скорости, определенная либо из граничного 
условия, либо путем расчета с помощью уравнения движения в 
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этой границе (например, с помощью формулы Торичелли V = 

Наконец, распределение давления находится по известному 
распределению скорости с помощью уравнения движения. С другой 
стороны, найденная в этом случае по линейным законам картина 
движения может рассматриваться как результат суперпозиции 
более простых основных форм потока. 

XI-5.2.2. С л у ч а й м е д л е н н о г о д в и ж е н и я . В слу­
чае медленного движения это движение математически рассматри­
вается как бесконечно малое, даже в случае наличия свободной 
поверхности. Поэтому всеми квадратичными членами можно пре­
небречь, и уравнение движения становится линейным. Свободная 
поверхность считается известной в начальный момент и совпада­
ющей с горизонтальной линией. В этом случае можно наклады­
вать друг на друга различные формы потока. 

Например, если ф х — потенциал скорости в периодической 
кавитационной волне первого порядка приближения, т. е. без 
конвективных инерционных членов, а ф 2 — потенциал скорости 
другой волны, распространяющейся в противоположную сторону, 
то ф! и ф 2 определяются системой линейных уравнений: 

уравнение неразрывности: у 2 ф = 0; 
уравнение движения; условие на свободной поверхности-

Wyldt* + gdyldz]^ = 0; 
условие на дне: [d<p/dn]z^-d = 0. 
Функция Ф = ф! + ф 2 является потенциалом результирующего 

движения типа стоячих волн или «толчеи» (см. XVI-3). 
Функции ф г и ф 2 можно рассчитать и для волн в приближении 

более высокого порядка из нелинейных условий для свободной по­
верхности, учитывающих конвективную инерцию. Но тогда функцию 
ф, характеризующую результирующее движение, возникающее при 
взаимодействии двух волн, нельзя получить простым суммирова­
нием функций ф х и ф 2 . Ее следует определить из основных уравне­
нии. Аналогичные соображения имеют силу и в случае нерегуляр­
ных волн, движущихся в одном и том же направлении с различными 
скоростями. Здесь имеет место нелинейное взаимодействие. 

Итак для того, чтобы можно было складывать потенциальные 
функции скорости и функции тока, они должны зависеть только от 
линейных и однородных уравнений. Граничные условия также 
Должны быть однородными. 
си 5 ' ^ - Поток со свободной поверхностью и поток при наличии 

л трения. Вторая категория движений включает все движения 
^ свооодной поверхностью, или движения, в которых силы трения 

являются пренебрежимо малыми, в результате чего движение 
является вихревым. 
Уел " П о т о к с о с в о б о д н о й п о в е р х н о с т ь ю . 
Т/а ° В и е н а свободной поверхности содержит силу (р = const). 
В ы п я

М р а з о м ' е г о можно подставить только в уравнение движения, 
ражающее равенство сил. 
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Форма потока зависит не только от линейного уравнения нераз, 
рывности, но и от нелинейного уравнения движения, которое сво­
дится к линейному только в случае однородного Движения. Картину 
потока можно рассчитать, совместно используя уравнение нераз­
рывности и уравнение движения на свободной поверхности. Возни­
кающие трудности обусловлены не только нелинейностью, но также 
и тем, что сама свободная поверхность неизвестна. 

XI-5.3.2. П о т о к п р и н а л и ч и и с и л т р е н и я . При 
наличии силы трения (приводящей к появлению отличного от нудя 
вихревого члена) граничное условие имеет вид: V = 0. Такое гра­
ничное условие должно быть введено также в уравнение движения. 
Главным затруднением при изучении потока такого типа является 
нелинейность уравнения движения, обусловленная наличием членов 
конвективной инерции. 

Названные математические трудности очень усложняют исследо­
вание. Поэтому в теоретической гидравлике чрезвычайно важную 
роль играют безвихревое движение под давлением и медленное дви­
жение, даже если они лишь приблизительно воспроизводят реаль­
ные условия. 

XI-6 . Гидродинамическая сетка 

XI-6.1. Принцип построения гидродинамической сетки. Гидро­
динамическая сетка представляет собой семейство эквипотенциаль­
ных линий, совмещенное с семейством линий тока, что дает характе­
ристику полной картины двухмерного потока (см. XI-2.3). 

Равенство V = cw/ds = dty/dn в конечных разностях примет вид: 
V = Аф/As = Дор/Ллг. 

Сначала выбираем постоянную величину А ф в поле полной ско­
рости, что означает постоянство расхода AQ между двумя смежными 
линиями тока, так как Аф = АО (см. XI-2.3). Затем ныбираем 
интервал Аф, равный интервалу Дф, так что As = An. Величина As 
представляет собой элемент линии тока, a. An — элемент эквипотен­
циальной линии, причем оба элемента пересекаются под прямым 
углом. Таким образом, As и Are являются двумя сторонами криво­
линейного квадрата, который стремится к истинному квадрату, 
когда As и Are стремятся к бесконечно малым величинам ds и dn. 

Сказанное позволяет построить полную картину двухмерного 
безвихревого потока в виде сетки (рис. XI-12). «Пинии тока опре­
деляют направление скорости в любой точке. Величина скорости, 
выраженная в относительных величинах, обратно пропорциональна 
стороне ячейки. 

Графическая процедура построения гидродинамической сетки 
зависит от того, является ли рассматриваемый поток потоком под 
давлением или потоком со свободной поверхностью. 

XI-6.2. Поток под давлением. XI-6.2.1. О б л а с т ь п р и л о ­
ж е н и я . Первым примером широкого использования метода гидр 0 ' 
динамических сеток может служить случай потока между двумя фи 
сированными границами, т. е. поток под давлением. 
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Те же правила служат для построения сетки вокруг твердого 
тела при четко заданных условиях на бесконечности. Следует также 
указать, что многие потоки со свободной поверхностью, например, 
в широких и относительно мелких реках, где ось вихревого движе­
ния расположена горизонтально, могут быть описаны двухмерным 
потенциалом скорости и изучены методом гидродинамических 
сеток (см. ХГ5.4). При этом, однако, необходимо пренебречь ком­
понентами, обусловленными влиянием волновых движений и под­
пора. Все эти виды потоков определяются по тем же правилам, что 
и потоки между фиксированными 
границами. 

XI-6.2.2. М е т о д п о с т р о е ­
н и я г и д р о д и н а м и ч е ­
с к о й с е т к и . Построение, по-
казанное на рис. XI-12, начинаем 
в области, где распределение ско­
рости является очевидным, напри­
мер в однородном или радиальном 
потоке. В зависимости от требуе­
мой точности выбирается некото­
рое количество линий тока, имея 
в виду, что это количество может 
быть без затруднений увеличено 
в каком-либо районе, если в этом 
месте потребуется большая точ­
ность. Затем проводятся эквипо­
тенциальные линии, пересекающие 
линии тока (включая и границы) 
под прямым углом. Получается сетка из малых квадратных ячеек. 

Самый простой способ проверки правильности построения со­
стоит в проведении диагоналей в ячейках. Эти диагонали должны 
образовывать плавные и взаимно перпендикулярно пересекающиеся 
линии. Это — метод Празиля (см. рис. XI-12 и XI-14). Если требо­
вания, предъявляемые к диагоналям, не выполняются, производится 
второе построение. Для исправления первоначальных ошибок чер­
тежи, выполненные на кальке, накладываются друг на друга, и весь 
процесс повторяется, пока не достигается желаемый результат. 
Обычно для того, чтобы получить точную гидродинамическую сетку ме­
тодом проб и ошибок, достаточно трех последовательных построений. 

XI-6.2.3. О г р а н и ч е н и я п р и м е н и м о с т и м е т о д а 
Г и Д р о д и н а м и ч е с к и х с е т о к . Ограничения применимости 
метода гидродинамических сеток для изучения потока под давлением 
т е же самые, что и ограничения, накладываемые на допущение об 
отсутствии завихренности. Другими словами, метод сеток может 

тть использован для изучения коротких конвергентных (сужа-
Щихся) потоков или потоков в пористой среде, где число Рейнольдса 

меньше единицы. 
Дивергентный (расходящийся) поток, сопровождаемый отрывом 
образованием вихрей, длинные сооружения, где силы трения 

Рис. XI-12. Гидродинамическая сетка 
для радиального и однородного по­

токов. 
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Рис. XI-13. Вихревая зона. 
1 — пластина. 

приводят к завихренности движения, и нестационарный поток н.е 

могут успешно изучаться с помощью метода гидродинамических 
сеток. При образовании вихревого следа метод сеток можно приме­
нять, если линия отрыва определена (рис. XI-13), — тогда скорость 
и давление вдоль этой линии считаются постоянными. Их определе­

ние можно производить 
способом, применяемым 
в случае потока со сво­
бодной поверхностью, ко­
торый рассмотрен в сле­
дующем разделе. 

XI-6.3. Гидродинами­
ческая сетка в потоке со 
свободной поверхностью. 
XI-6.3.1. С в о б о д н а я 
п о в е р х н о с т ь из ­
в е с т н а . Если положе­
ние свободной поверхно­
сти известно заранее, то 

можно использовать тот же метод, что и для потока под давлением. 
На свободной поверхности задается условие, определяющее расстоя­
ние между эквипотенциальными линиями. 

Можно выделить три случая: 
а) поток сквозь пористую среду — вертикальные 

между последующими эквипотенциальными линиями 
поскольку Д<р = const (см. 
IX-2.6, рис. IX-5); 

б) горизонтальный по­
ток с большой скоростью — 
поток, выходящий из от­
верстия или из-под затвора 
шлюза с сжатием и под 
значительным напором 
(рис. XI-14). В этом слу­
чае согласно уравнению 
Бернулли имеем: V = 
= V2g(H-z), где Н -
полный напор, a z озна­
чает точное превышение 

расстояния 
постоянны. 

мconst 

Рис. XI-14. Горизонтальный ноток с ооль-
рассматриваемой точки от- ш о й скоростью, 
носительно уровня за шлю­
зом (в нижнем бьефе). Во многих случаях z всегда мало по сравне­
нию с Н, и V считается постоянной на свободной поверхности. 
Тогда расстояния между эквипотенциальными линиями одина­
ковы. Другими словами, такой поток можно определить, считая, 
что сила тяжести пренебрежимо мала ниже по течению от за­
твора шлюза; 

в) поток с вертикальной компонентой скорости (над порогом) — 
скорость на свободной поверхности изменяется в зависимости от 2. 

j3 соответствии с законом Бернулли имеем V = \Z~2gz. Отсюда 
расстояние между свободной поверхностью и первой линией тока 
дается выражением 

Дф const = An = As 

XI-6.3.2. С в о б о д н а я п о в е р х н о с т ь з а р а н е е н е ­
и з в е с т н а . Теоретически в случаях, подобных ситуациям а, б и в, 
для определения линии тока, совпадающей со свободной поверх­
ностью, а также полной картины потока достаточно уравнений дви­
жения и неразрывности. Решение находится следующим образом. 
Сначала на глаз проводится примерная первая линия тока. Затем, 
как было показано в ХГ6.3 .1 , рассчитываются расстояния между 
эквипотенциальными линиями. Построенная таким образом гидро­
динамическая сетка должна совпасть на своей нижней границе 
с заданной фиксированной поверхностью. Если этого не происходит, 
то положение начальной поверхностной линии тока несколько изме­
няется, и построение повторяется заново. Легко себе представить, 
что такой метод проб и ошибок является утомительным и неточным. 

Поэтому, хотя такая процедура теоретически и возможна, по­
пытки построить гидродинамическую сетку со свободной поверх­
ностью без вспомогательных экспериментов оказываются нереалистич­
ными (и тем более в случаях, когда поток ограничен двумя свобод­
ными поверхностями, например в свободно падающей струе). 
Чаще всего экспериментального (с помощью модели) определения 
свободной поверхности оказывается достаточно для практических 
инженерных целей, так как, поскольку модель создана, ее можно 
использовать для измерения распределения давления. В этом случае 
построение гидродинамической сетки превращается в упражнение 
чисто академического характера. 

На практике применение метода сеток со свободной поверх­
ностью рационально только применительно к потоку сквозь земля­
ную плотину, ввиду его важности и трудности воспроизведения 
на модели. Для облегчения начального этапа построения сетки исполь­
зуются некоторые эмпирические соотношения. Фактически, однако, 
этот процесс чаще изучают с помощью электрических аналогий, 
хотя и в этом случае определение свободной поверхности может 
быть связано с серьезными трудностями. 

XI-6.4. Другие методы. Конформное отображение. XI-6.4.1. М е ­
т о д р е л а к с а ц и и и а н а л о г о в ы е м е т о д ы . Для по­
строения гидродинамической сетки существует целый ряд методов, 
осе они основаны на одних и тех же принципах, и поэтому при 
определении свободной поверхности встречаются аналогичные затруд­
нения. 

В основе метода релаксации лежат численные расчеты. 
Очень часто используется аналогия с электрическим полем — 

Ри этом путем измерений разности потенциалов между различными 
нами прямо определяют положение эквипотенциальных линий. 
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Существует много разных систем, в которых используются ячейка 
с жидкими сопротивлениями, влажная земля и т. д. 

Релаксационный метод и метод электроаналогий можно легко 
распространить на трехмерный безвихревой поток. 

Другой аналоговый метод основан на том факте, что среднее 
движение ламинарного потока постоянной толщины можно считать 
безвихревым (см. IT-5.4). Краска типа флуоресцина или перманга-
ната непосредственно дает 
линии тока. 

Наконец, поскольку сред­
нее движение ламинарного 

w 

Фо ф» фг фз ф« 

Рис. XI-15. Обозначения, упо­
требляемые при конформном ото­

бражении. 

Рис. XI-16. Однородный поток. 

потока сквозь пористую среду является безвихревым, то в этом 
случае аналоговый метод очень легко использовать также для по­
лучения двухмерной и трехмерной картины потока. 

XI-6.4.2. К о н ф о р м н о е о т о б р а ж е н и е . XI-6.4.2.1. 
Полное изложение этого эффективного математического средства 
изучения двухмерного безвихревого потока с циркуляцией скорости 
или без нее выходит за рамки настоящей книги. Мы изложим только 
основные принципы метода. 

В основе конформного отображения лежит использование ком­
плексных чисел W — w-\-iynZ = x-]-iy = reie и функции ком­
плексного переменного W = f (Z) (рис. XI-15). 

Коротко говоря, операция конформного отображения состоит 
в установлении соотношения между каждой точкой данной картины 
потока в плоскости х, у и соответствующей ей точкой картины потока 
в плоскости ф, ф. Часто оказывается, что, осуществляя переход от 
картины реального потока в плоскости х, у к его конформному ото­
бражению в плоскости ф, ф, мы получаем последнее в виде картины 
однородного потока. Можно также осуществлять целый ряд после­
довательных операций конформного отображения, чтобы в конце 
концов шаг за шагом перейти от очень сложной формы потока к изо­
бражению в виде однородного потока. 

Конформное отображение можно использовать также для опре­
деления свободных линий тока, применяя так называемую теорему 
Шварца — Кристоффеля. Однако применение этой теоремы требует 
пренебрежения силами тяжести. 
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XI-6.4.2.2. Пример. Обтекание цилиндра. Рассмотрим преобра-
зование 

W = U(Z+^), 
г д 6 И 7 = ф + гф представляет собой уравнение однородного потока 
в Т/Г/-ПЛОСКОСТИ, т. е. в системе прямоугольных координат ф, ф. 
Этот поток параллелен оси ф, а линии тока определяются значениями 
,Ь = const и перпендикулярны оси ф (рис. XI-16). 

Написанное выше соотношение выражает собой преобразование 
потока, обтекающего цилиндр радиуса R, в однородный поток. 
Это можно показать путем следующих выкладок: 

ф + г ф = U ( / • e i 0 - r - 7 - e ~ i e ) - = ^ ( r c o s 0 + -^ -cos0 + 

+ ir sin 0 - i - ^ - s in 0) = U{r + Щ ) cos0 + iU ( r - sin 0. 

Теперь мы видим, что потенциальная функция имеет вид 

Ф = — U (г + - у - ) cos 0, 
а функция тока 

ф = £ / ( г - ^ ) 8 1 п 0 , 

что соответствует случаю обтекания цилиндра (см. XI-4.3.1.2). 
ХТ6.4.2.3. Аналогичным образом можно использовать следу­

ющие преобразования: 
однородный поток: 

W = (а + ib) Z; 

источник при Z — А: 

водоворот (вихрь) с центром при Z = А: 

W=-§ln(Z~A); 

спиральный вихрь при Z = А: 

W = ^(Q-iK)ln(Z-A); 

комбинация источника в —А и стока в А: 

2я Z-A ' 

поток через скважину: 



обтекание цилиндра с циркуляцией скорости: 

W - u { z + l g - ) - £ l n Z ; ' 

поток около угла, образованного двумя стенками: 

W = Zn(Q=~Y 

УПРАЖНЕНИЯ 

XI-1. Постройте гидродинамическую сетку в двухмерной области, показан­
ной на рисунке, и рассчитайте распределение относительного давления на 
обеих границах и вдоль линии тока, начинающейся из точки А в центре входной 
трубы. 

6а 

Рис. к упражнению XI-1. 

XI-2. Запишите уравнения Навье — Стокса, выраженные через функци 
тока ip (х, у) в случае двухмерного движения. 

О т в е т : 
Г о2гр 

P\_dydt 

Г 52г|з 

dip d2ip 
дг/ дг/ дг 

д2тр dip 

Зф д2гр "I д/>* Г д 2 "I 

dz дг дг2 ду 
, dip д2ф "I д/>* Г д ~] 
1"аГ todFJ=—dF + f i L f t T ^ J 

XI-3. Покажите, что потенциал скорости в случае трехмерного источника 
имеет вид 

< P = _ _ < L 
* Алг • 

XI-4. Определите функцию тока и потенциал скорости для однородного 
потока со скоростью V, наклоненного под углом а к оси X. 

О т в е т : 
ip = V (у cos а — х sin а) . 

XI-5. Начертите ориентировочно эквипотенциальные линии и линии тока 
в потоке, обтекающем цилиндр радиуса R. Найдите соответствующую функцию 
тока. 

О т в е т : 
Д2 -1 ip = l7 j r |Y 

' *2 + У* J 
-U sin 0. 
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XI-6. Исследуйте различные характеристики потока, определяемого функ-
цией тока , р = _ г 2 . 

Определите, будет ли этот поток завихренным и рассчитайте вихрь ско-
ости. Является ли жидкость сжимаемой? Начертите линии тока и эквипотен­

циальные линии. 
О т в е т : 

и = 0, v = 2x; 
20L —2 (движение вихревое): вихрь равен — 1: 
ду дх 

ди , dv . U—— = 0 (жидкость несжимаемая). 
дх 1 ду 

Эквипотенциальных линий нет; это — поток Куэтта между двумя парал­
лельными плоскостями. 

XI-7. Рассмотрите однородный поток в положительном направлении оси X. 
Скорость изменяется линейно от V = 0 при у=0 до 7 = 1 0 фут/с при у=10 футов. 
Определите выражение для ip. 

О т в е т : 

t — у У2 • 

XI-8. Начертите картину потока от источника до стока графическим спо­
собом. 

XI-9. Рассмотрите поток вокруг цилиндра, определяемый потенциальной 
функцией ф = —V (г—Л 2/ г) cos в- На каких расстояниях возмущение скорости 
цилиндром составляет более 50, 10, 1%? Нарисуйте эти три изолинии влияния 
вокруг цилиндра. 

О т в е т : эти линии — окружности с радиусами: г = 1,4 R (50%); г =» 
= 3,1 Л (10%) и г = 1 0 Л (1%). 

XI-10. Рассмотрите водоворот (вихрь) со стоком и свободной поверхностью, 
в котором вертикальной компонентой скорости пренебрегается. Рассчитайте 
возвышение свободной поверхности и (г). 

О т в е т : 

С?2 + Х2 1 
1 1 - 7 ) 0 0 8n*g г2 • 

XI-11. Рассмотрите потенциал скорости 

0 . . К л ф = ^ 1 п г + -— 9. т 2я ' 2я 

Найдите функцию тока и общие уравнения для эквипотенциальных линий 
и линий тока. Вычертите соответствующую картину потока, считая, что Q = К 
и Q = -j- К, с помощью графической суперпозиции. 

О т в е т : эквипотенциальные линии — 

--7г<е-е.> 
г = е ^ 

линии тока ' 



XI-12. Покажите, что потенциал скорости дублета имеет вид 
tfcos9 ф = _ _ 

и что эквипотенциальные линии и линии тока являются дугами окружностей 
О т в е т : возьмем потенциал скорости для источника и стока одинаковой 

интенсивности, отстоящих друг от друга на расстоянии 2а, т. е. 

ф—̂ -[In Г! —In г,], 
где r t и г 2 — расстояния, измеренные соответственно от источника и стока 
Введем следующие соотношения: 

г» = г* + а 2 — 2ar cos 9, 

r} = r 2 + a 2 4-2arcos9 . 

Положим 2 aQ/2n = К и перейдем к пределу, устремив о к нулю. 

Рис. к упражнению XI-13. 

XI-13. Покажите, что 

Рис. к упражнению XI-15. 

с?2Г 

где Я = V2/(2g) + p/(pg) + z; F — скорость частицы; Г — циркуляция ско­
рости; dR — элемент, перпендикулярный к линиям тока, а dl — элемент лин~ 
тока, как показано на приведенном рисунке. 

XI-14. Функция тока для потока, обтекающего цилиндр с циркуляцие" 
скорости, имеет вид 

/ Л 2 \ Г q = U ^ _j s i n 9 _ _ i n r , 

где Г — циркуляция. Определите положение застойных точек на цилиндре 
в зависимости от Г. Покажите, что полная сила, действующая со стороны потока 
на единицу длины цилиндра, равна 

О т в е т : 

Полная сила: 

• pUT. 

у 9 = 
9у 
щг? »ъ = °. где sin I 

ip„2[l-(--2s in9- Г 
2nRU 

X= —j pR cos9d9 = 0, 
о 

2Л 

Y = j sin 2 0 dQ = - pUT 
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XI-15. Найдите потенциальную функцию для потока, обтекающего «тело 
рэнкина».' Функция тока имеет вид (см. рисунок) 

y = -^-(Qi-Q2) + Ur s in9. 

Определите форму «тела Рэнкина» и рассчитайте давление вокруг него, 
считая давление на бесконечности р т известным. 

О т в е т : 
ш = 4-1п — + Ur cos9. ^ 2л, г 2 

Форма — при ip = О получаем г = (Q2—Qi)/(u s i n е ) -

2 

Рис. к упражнению XI-16. 

XI-16. Покажите с помощью конечных разностей, что в безвихревом потоке 
величина функции тока в точке 1 равна 

1 

Индексы ,,s" относятся к точкам i на рисунке. 
О т в е т : 

д\р _ ^ 1 — ^ 4 

дх А а ' дх В а ' 
щ 

д*\р дх А дх В 

'ЧЧ+'Фб — 2гр1 
дх* а а* 

Аналогично определяем д2\р/ду2. А поскольку у 2 , Р — 0, то находим ipj. 
XI-17. В случае потока, проходящего через отверстие длиной 2С и опре­

деляемого конформным преобразованием 
Z = С ch W, 

где Z = х -f- iy, а W = ф + г'гр, покажите, что линии тока в плоскости z опре­
деляются семейством гипербол и что эквипотенциальные линии определяются 
семейством эллипсов с теми же самыми фокусами, что и у гипербол. 

О т в е т : 
ж = С сЬф cosrj), 
у = С shy sinip. 

Эквипотенциальные линии (ф = const) — 
х* , у* 

Л 
С 2 ch 2 ф С* sh 2 ф ** инии тока (гр = const) 

Фокусы — 

^ Заказ 769 

C2cos2\|> 6'2sin2Tp 
(О, С) и (О, — С). 

= 1. 
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Глава XII 
ОБОБЩЕНИЕ УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ 

XI1-1. Элементарное приложение уравнения Бернулли к трубке 
тока 

XII-1.1. Область приложения обобщенной формы уравнения 
Бернулли. В случае вихревого движения уравнение Бернулли 
справедливо только вдоль линии тока. Однако для практических 

Рис. XII-1. Вихревой поток; обобщен­
ное уравнение Бернулли. 

1 — профили распределения скорости. 

Рис. XII-2. Безвихревой поток; ура­
внение Бернулли справедливо только 
в некоторых определенных местах. 

целей требуется обобщение этого уравнения на трубку тока конеч­
ного поперечного сечения. Такое обобщение достигается интегри­
рованием уравнения Бернулли, связывающего скорости и давление 

вдоль линии тока, по попереч­
ному сечению. 

Интегрирование обосновано, 
если средний поток является при­
близительно «одномерным», как 
это бывает на практике в трубах, 
туннелях, реках и каналах. В этих 
случаях предполагается, что ком­
поненты скорости, перпендикуляр­
ные к оси среднего движения, 
малы и их эффектом можно пре­
небречь. Это допущение позволяет 
получить целый ряд очень полез­
ных аппроксимаций. Однако оно же 
является первой причиной ошибок 
и затруднений, если кривизна 
траекторий становится заметной. 
Это ограничение не всегда отме­

чается в учебниках и руководствах. Чтобы проиллюстрировать 
этот факт, в качестве примера рассмотрим трубку Вентури. Если 
кривизна траекторий мала (рис. ХП-1), то обобщенное уравнение 
Бернулли можно использовать для средней по поперечному сечению 
величины скорости. Распределение давления будет приближенно 
гидростатическим. 

Распределение давления вдоль стенки трубки Вептури прибли­
женно соответствует уравнению Бернулли, в которое входит ско 

Рис. ХН-З. Уравнение Бернулли 
в трубке тока бесконечно малого по­

перечного сечения. 
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рость, осредненная по поперечному сечению. Если же кривизна траек­
торий значительна (рис. XlI-2), то в сужающейся части потока 
движение можно считать безвихревым. Здесь надо пользоваться 
точной формой уравнения Бернулли, т. е. пользоваться локальными 
значениями скорости и давления. Применение обобщенного уравне­
ния Бернулли здесь недопустимо. Вероятно, ошибки будут меньше, 
если считать такое движение безвихревым и лишенным трения 
и вычислять распределение давления по локальным значениям ско­
рости вдоль стенки. 

Аналогичные соображения можно привести и в отношении потока 
перед диафрагмой. Давление в углу будет получено с большей 
точностью, если считать поток безвихревым, а не вихревым. Это 
означает, что на практике давление в таких случаях лучше опреде­
лять, подставляя в уравнение Бернулли локальные значения ско­
рости, а не величины, осредненные по поперечному сечению. 

ХП-1.2. Уравнение Бернулли для элементарной трубки тока. 
XII-1.2.1. Сначала напомним, как уравнение Бернулли исполь­
зуется для бесконечно тонкой трубки тока с поперечным сечением 
АА. Скорость будем считать постоянной в пределах поперечного 
сечения. Будем рассматривать нестационарный поток. 

Рассмотрим объем жидкости ABCD в момент t, заключенный 
в трубке тока (рис. ХП-З). 

Согласно условию неразрывности, 

AA.V^AA.V,, 

где АА1 и АА 2 , Vx и V2 — поперечные сечения и скорости соответ­
ственно в А В и CD. 

Объем жидкости ABCD в момент t + dt превращается в А'В'CD' 
Объем АА'В'В равен AAyV^dt, а объем CC'D'D равен AA„V2dt. 
По условию неразрывности 

AAlVxdt = AA2V2dt. 

XII-1.2.2. Теперь приравняем изменение кинетической энергии 
рассматриваемой массы жидкости к работе, произведенной прило­
женными силами, т. е. силами давления и тяжести, 
ча с л У ч а е стационарного движения кинетическая энергия общей 
энр Т И ^'B'^D остается без изменения, и изменение кинетической 
и ЛЛ 'Я ' я а В Н ° р а з н о с т и к и п е т и ч е с к и х энергий объемов CC'D'D 

р AA2V2 d t ^ - p ААЛУг dt Ц . 

g T 0 ~~ пространственное изменение кинетической энергии. 
В с его ° Л ^ Ч а е нестационарного движения полная масса жидкости 

ооъема ABCD изменяет свою кинетическую энергию 
12 * 
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с 

1 j p(V2/2) dS dA также и во времени. Это изменение кинетической 
энергии за интервал времени dt будет 

КАЛ 0 ь Л 4 4 
V^-dSdA, 

Д А А К» Д А А Я 

где Д4 — величина поперечного сечения в любом месте. Если Дд 
между А и С остается постоянной, то, поскольку 

Д А А 

изменение кинетической энергии равно 

XII-1.2.3. Эти изменения кинетической энергии надо приравнять 
работе приложенных сил — тяжести и давления — за тот же интер­
вал времени. 

Работа силы тяжести для общей части А'В'CD равна нулю, и, 
таким образом, в целом работа силы тяжести равна той, какую надо 
затратить, чтобы объем АА'В'В поднять в положение CC'D'D. 
Следовательно, эта работа равна величине (—g), умноженной на 
скорость, с которой масса pAAxVxdt (равная массе pAA2V2dt) 
поднимается с уровня zx до уровня z 2 , т. е. равна весу, умноженному 
на расстояние: 

— pg AAL Vx dtzx + pg AA2V2 dtz2. 
Силы давления на искривленные стенки трубки тока не вносят 

вклада в работу, поскольку они действуют в направлении, перпен­
дикулярном к потоку. Поэтому работа сил давления ограничена 
эффектом сил рх и р2, действующих по нормали к ААг и АА2 и на­
правленных в противоположных направлениях. Эта работа равна 
силе, умноженной на расстояние: 

Px AAxVx dt—p2 AA2V2 dt. 
XII-1.2.4. Приравнивая изменение кинетической энергии работе 

приложенных сил, деля все на dt и вводя работу сил трения F, 
получаем обобщенное уравнение Бернулли в виде 

(р +Р* + pg^) А Л 2 7 2 - (р Q + P l + pgzx) AAxVx = 

-pj Iv^dSdA + F. I 
Д А A 

Поскольку AA2V2 = AAXVX = AAV, то, поделив все на Д*4^ 
и пренебрегая силой трения, получим уравнение Бернулли в знако 
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ой форме, пригодной для употребления вдоль линии тока (см. 
Х-3.3): 

(р-̂ -+Р2 + Р ^ я ) - ( р - ^ +px + pgz1)=p]^dS, 

а поделив все на pg и вводя полный напор 

Р 
2g 1 Pg 1 

получим 
д Н _ , 1 _ дУ 

OS g dt 0. 

XII-1.2.5. Применение уравнения Бернулли в приведенном выше 
виде для трубки чрезвычайно просто. Именно в этой форме оно 
В используется в инженерной 
практике. Однако, чтобы пока-
зать все упрощения, которые 
приходится делать при таком 
обобщении уравнения, представ­
ляется полезным дать более 
строгий вывод, с привлечением 
некоторых поправочных коэф­
фициентов. Этими поправоч­
ными коэффициентами чаще 
всего пренебрегают, и, кроме 
того, они недостаточно хорошо 
изучены. К счастью, они дей­
ствительно малосущественны 
для той точности, которая 
требуется на практике. Однако 
мы покажем, что уравнение 
Бернулли, которое очень часто представляют как точную формулу 
элементарной гидравлики, на самом деле является лишь при­
ближенным. 

XII-1.3. Средняя скорость на поперечном сечении. Рассмотрим 
поперечное сечение трубки тока, определенное как поверхность, 
перпендикулярная к линиям тока. Скорость в пределах этого попе­
речного сечения обычно меняется за счет турбулентности как в про­
странстве, так и во времени (рис. XII-4). Таким образом, средний 
расход определяется путем двойного интегрирования по простран-
С т в У и по времени: 

Q = ±]tf\dAdT. 
0 А 

V77777777777m777777777777r, 

Рис. XI1-4. Средняя скорость на попе­
речном сечении. 

Средняя скорость будет равна 
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При рассмотрении турбулентности (см. VII-1.3) мы видели, ч 
в данной точке 

v = v+v\ 
где V = (1/Г) J VDT и V' = ( I I Т ) [ У ' Й Т = О 

о 6 
Аналогично рассмотрим изменение средней по поперечному сече­

нию величины U. Величину U можно определить в виде 

ГО 

Y D A , 

А 

так что 
V = U + U', 

где U' — флуктуационная величина, положительная либо отрица­
тельная, но полная сумма которой равна нулю: 

Наибольшая величина jU' | равна | U | на твердой стенке. 
Комбинируя эти определения, получаем 

V = V + V = U + U' + V'-

где (НА) f \V'dA = 0 и (1/Г) f Y'dT = 0. 

Заметим при этом, что величины U ' 2 и V ' 2 всегда положительны. 
В дальнейших выкладках проще использовать специальные 

коэффициенты А и %, определяемые соотношениями U' = oU 
и V = yU, так что 

V = U(l+<x+x). 
Можно отметить, что величина А неизменна во времени, а вели­

чина % может изменяться в пространстве в случае неизотропной тур­
булентности. Поэтому среднюю величину •/ приходится находить 
путем осреднения как по времени, так и по пространству. 

Этот поправочный коэффициент у, обусловленный турбулент­
ностью, можно получить и непосредственно из уравнения Рейнольдса. 
рассматривая соотношение между флуктуациониыми членами и чле­
нами конвективной инерции. В гидравлике им обычно пренебрегают. 

ХП-2. Обобщение уравнения Бернулли на случай трубки тока 

XII-2.1. Процесс осреднения по поперечному сечению. Закон 
сохранения энергии для элементарной трубки бесконечно малого 
сечения А выражается формулой, приведенной в ХП-1.2. Тот фак т ' 
что поперечное сечение бесконечно мало, делает формулу точной. 
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поскольку фактически сводит трубку к линии тока. Эта формула 
имеет вид 

(р-у* + Р* + P G * J ) У 2 D A 2 - (p-̂ +ft + P G Z , ) V . D A , -

C 

- ^ P V ^ R D S D A — F = 0. 

A 

Поскольку эта сумма всегда равна нулю для одной линии тока 
в данный момент, ее осредненная по времени величина также всегда 
равна нулю. (Это такое же осреднение, как то, которое было исполь­
зовано для вывода уравнений Рейнольдса из уравнений Навье — 
Стокса в VII-1.6.) 

Аналогично, осредненная по конечному поперечному сечению 
величина этой суммы должна всегда быть равна нулю, т. е. 

А 

где (*) означает указанную сумму. Если вместо осредненной по попе­
речному сечению величины взять полную величину jj ( * ) D A , то 

А 

и она будет равна нулю. Беря теперь указанную полную величину, 
полученную интегрированием по поперечному сечению, и находя 
среднюю по времени величину, получаем 

J _ 

Т ffi \(рЦ-+Р* + Р8**) V,dA2-

0 A L 
- ( P ^ - + p1 + P G Z 1 ) v 1 D A 1 - P ^ V D S D A - F 

йГ = 0. 

Далее последовательно рассмотрим каждый из этих членов. 
ХП-2.2. Члены скоростного напора. Выражая V через U , полу­

чаем для члена скоростного напора 

Т т 

т J И р чг v dA dT = f т ffi ua H"а+x)s dA dT = 
O A о ' A 

T T 

Л + 3тЩ (°-X)DADT-7-з4-Щ(<т + х ) 2 ^ Г 
O A O A nnl146 '̂ т а к к а к величины сг и у обычно малы, то величиной (А -f- у) 3 

"ренебрегают. 

ИЗ 
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Рассмотрим последовательно эти интегралы. Поскольку ведц-
чина а изменяется только в пространстве, а величина у — и в про. 
странстве и во времени, то из первого интеграла получаем 

^ { E + x ) d A D T = ^ o d A + LLJRLXDTDA = 0, 
OA А А О 

а из второго 
т т 

т Ш { а + х ) 2
 d A d T =И ° 2 d A

 _|~ П т \ d T dA+°< 
O A А А О 

поскольку член с двойным произведением 

2 \ \ " А А Т \ ' Й Т * 
А О 

Два слагаемых, полученных из второго интеграла, отличны от 
нуля и всегда положительны. Введем обозначения а 2 и у-, опреде­
ляемые из соотношений 

а2А = J f О 2 dA 
А 

И 
т 

y ? A = ^ - r U 2 d T d A ' 

А О 

Окончательно находим 
т 

•YI\\ Р^Т V D A D T = Р"ИГ" (! + 3о^ + = (! + а) РI 1
 Q* 

О А 
где 

А = З О 2 + З У Д 

Для ламинарного потока в круглой трубе имеем 

3 ? = 0 

и, как найдено в элементарной гидравлике, 

З О * = 1. 
Для турбулентного потока: 

3 ? = 0,05, 

За 2 = 0,05 4-0,01. 

ХП-2.3. Члены давления. Рассмотрим теперь члены давления 
т 

• Щ p*VdA dT. 
т 

J _ 

т 
0 А 

За счет турбулентности имеем 

р* =р*+р'=р* (1 + я), 

где я = р ' /р* и р* = (1/Г) j'Vdr. 
о 

Подставляя эти величины, находим 
г 

у- j j j p*U (1 + я) (1 + a + X) <*Л = 0 A 

— n* 
j 

0 A 

Средние величины произведений ая и %я отличны от нуля. Однако 
поправка, вносимая множителем я , так мала, что ею обычно пре­
небрегают. 

Уравнение Бернулли иногда обобщают для некоторых криво­
линейных потоков со свободной поверхностью, например для пото­
ков через водослив. В этом случае величину р* можно рассматри­
вать как сумму гидростатического члена, величина которого равна 
ра -• pgz, и добавочного члена Ар. Этот добавочный член равен 
нулю, когда кривизна траекторий мала, но становится существенным 
в некоторых случаях, что учитывается поправочным коэффициен­
том 6: 

A j j р* 
А 

так что 

Я 
P*VdA =p*UA (1+6). 

Величина б положительна, когда поток направлен в положитель­
ную сторону и выгнут вверх, и отрицательна, когда поток выгнут 
вниз. Это было показано выше на рис. Х-2—Х-4. 

XII-2.4. Гравитационные члены. Аналогично легко найти, что 
гравитационный член равен 

т 

~ j Д pgzV dA dT = pgzUA = pgzQ, 
0 A 

поскольку все поправочные множители входят в первой степени 
средняя величина от них равна нулю. 185 



ХП-2.5. Члены локальной инерции. Наконец, рассмотрим чл е 

локальной инерции: 

O A S 

Можно записать: 

O A S 

д— т 

= p$A-^-Ll^[l+2(o + X) + (e + X)2]dAdTdS. 
S 0 1 1 О А 

Упрощая, так же как и прежде, получим: 

XI1-2.6. Практическая форма уравнения Бернулли для трубки 
тока. Учитывая полученные выше поправочные коэффициенты 
и разделив все члены на Q = UA, получаем [обобщенную форму 
уравнения Бернулли для трубки тока: 

( р ' В . (1 + а 2 ) + ЩЦ + 62) + pgz2) - ( р Щ (1 + а,) + 

+ p 1 ( l + 6 1 ) + p g Z l ) = P ^ ( l + ^ ) ^ + JF. 
в 

Если пренебречь величинами а2, у 2 и б и поделить все на pg, 
то получим обычную форму уравнения Бернулли, применяемую 
в инженерной практике: 

( f + i + 2 > ) - ( t + ! + , H i ^ ^ - I 
В случае однородного потока в трубе длиной L член локальной 

инерции приобретает вид 
1 (* dU ,„ L dU 

s 

Эту формулу можно использовать для изучения, например, 
уравнительных бассейнов, шлюзов и т. д. 

XII-2.7. Приложение к исследованию уравнительного бассейна. 
Приведем пример использования обобщенного уравнения Бер­
нулли для исследования нестационарного движения ввиду его боль­
шого значения в инженерной практике. Рассматривается уравни-
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етьный бассейн, изображенный на рис. XII-5, в случае, когда 
пасход в подводящем рукаве равен нулю. Применение уравнения 
Бернулли к участку между точками а и Ъ дает: 

(^- + ̂  + Za)-(w + ^ + Zb) = ( П о т е Р и напора)* + 

1 Г дУ 
g J dt dL. 

а 

Рис. XII-5. Уравнительный бассейн. 

Величина V%/2g пренебрежимо мала, поскольку скорость Vа 

в резервуаре очень невелика. Величина V%l(2g) также очень мала, 
и ею обычно пренебрегают. 
Кроме того, ра = Рь = ат­
мосферному давлению. Член, 
характеризующий потери на­
пора, включает потери на­
пора на входе в галерею, 
потери напора в галерее, 
равные АН = fV2/(2gD), и 
потери напора, обусловлен­
ные донной диафрагмой ура­
внительного бассейна, рав­
ные KVa/(2g). Потери напора 
в уравнительном бассейне 
обычно пренебрежимо малы, так же, как и V'I'(2g). Член 
локальной инерции в резервуаре и уравнительном бассейне 
обычно достаточно мал, и им можно пренебречь. Он учиты­
вается только в пределах галереи. 

Таким образом, имеем 
ъ 

JiffLdr L dV _ L dQ 
• g J g dt ~ gf dt f 

A 

где / — поперечное сечение галереи. В случае относительно корот­
кой галереи величину L надо увеличить с помощью поправочного 
коэффициента, чтобы учесть локальную инерцию почти радиального 
потока около входа. Наконец, если ввести обозначение Z = za—zb, 
то основное динамическое уравнение для исследования уравнитель­
ного бассейна будет иметь вид 

7 - 1 f 4-К- \ V i Л- L d Q 

Г д е Ка-ъ — коэффициент трения, учитывающий влияние всех неодно-
Родностей на пути от а до Ъ. Условие неразрывности выражается 
соотношением Qdt = FdZ, где F — площадь поперечного сечения 

а свободной поверхности уравнительного бассейна. Мы не будем 
зоирать в этой книге метода решения данной системы уравнений, 
• Ученной при допущении, что расход через подводящий рукав 

Равен нулю. | 
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ХП-З. Ограничение области применения двух форм уравнения 
Бернулли 

XI 1-3.1. Две формы уравнения Бернулли. В случае стационарног 
потока без трения две формы уравнения Бернулли являются почт° 
идентичными: 

4 г - + — -+- z = const, 2g 1 pg 1 » 

(1 + « ) — + - — - f z = const. v ' 2g ' pg 1 

Строго говоря, ни одно из этих уравнений нельзя считать ц р ц 

менимым во всех случаях, поскольку условия, необходимые для и» 
вывода, могут удовлетворяться лишь приближенно. Однако во 
многих случаях они оказываются очень полезными. В этих случаях 
важно помнить о следующих обстоятельствах. 

Первая форма уравнения Бернулли применима для безвихре­
вого потока, т. е. для сужающегося (конвергентного) потока в корот­
ких гидротехнических сооружениях. При этом величина V отно­
сится к локальной скорости. При наличии турбулентности V заме­
няется осредненной по времени локальной скоростью V. Линии тока 
могут быть изогнутыми, но ни в коем случае нельзя брать осреднен­
ную по поперечному сечению величину скорости в качестве V. 

Распределение давления дается как функция от локальной вели­
чины V и z. Распределение давления у стенок очень близко к распре­
делению давления на границе тонкого пограничного слоя. 

Вторая форма уравнения Бернулли применима для одномерного 
потока с вихревым движением, но с малой кривизной траекторий. 
U означает скорость, осредненную по поперечному сечению, а вели­
чина скоростного напора U2/(2g) должна быть исправлена коэффициен­
том (1 -f- а), который на практике часто не учитывают, полагая его 
равным единице. Величина а обусловлена турбулентностью и неодно­
родностью скорости в пределах поперечного сечения. Распределение 
давления является гидростатическим в пределах поперечного сече­
ния или, говоря точнее, величина давления в центре потока немного 
меньше, чем у границ, за счет эффекта турбулентных флуктуации 
(см. VIII-2.2 и VIII-2.3). Распределение давления от одного попе­
речного сечения к другому изменяется как функция от квадрата 
средней скорости на этих поперечных сечениях U2. 

ХП-З.2. Трубка Вентури и диафрагма в качестве измерительных 
устройств. На практике определить точную величину поправочного 
коэффициента а нелегко. Кроме того, многие допущения, например 
о незначительности кривизны траекторий, о пренебрежимо малой 
величине потерь напора и т. д., удовлетворяются далеко не всегда-

Поэтому надо хорошо понимать, что трубка Вентури, исполь­
зуемая для измерения расхода путем простого применения уравне­
ния Бернулли без поправочных коэффициентов, сама по себе не 

является точным прибором. Именно по этой причине изготовители 
вынуждены снабжать ее специальным графиком с поправочной 
кривой, полученной экспериментально путем измерения расход8 
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Рис. XII-6. Эксперимент Банки. 
1 — участок из резиновой трубки. 

тарировочном бассейне. Общий поправочный множитель, различ­
а й для каждого типа трубки Вентури, должен задаваться как функ­
ция числа Рейнольдса в горловине трубки. 

Аналогичные замечания относятся и к гидростатической диаф­
рагме, где распределение давления перед диафрагмой лучше опре­
делять по локальной скорости, а не по скорости, осредненной в пре­
делах поперечного сечения. Распределение давления за диафрагмой 
является приближенно гидростатическим, поскольку поток либо 
почти параллелен, либо является очень медленным за пределами 
узкого канала. w 

ХИ-З.З. Опыт Банки. При­
менение уравнения Бернулли 
для опытов с трубкой Вентури 
хорошо известно. Несмотря на 
ряд указанных выше прибли­
жений, экспериментально под­
тверждено, что когда в конвер­
гентном потоке V возрастает, 
то величина р * убывает про­
порционально 1/yV, и наобо 
рот, в дивергентном потоке р ' 
увеличивается пропорциональ­
но 1/J/V. Если дивергенция 
слишком резкая, то происходит 
отрыв потока, и величина р * 
почти не меняется вокруг струи. Это также имеет место при вторжении 
струи в резервуар. Можно поставить вопрос: будет ли любое изменение 
р* приводить к изменению V в соответствии с законом Бернулли? От­
вет можно получить с помощью эксперимента, который впервые осу­
ществил Банки, и в котором изменения давления передаются через 
мембрану потоку, протекающему через трубку (рис. XII-6). Если 
давление внутри надетого на трубку кожуха увеличивается, то 
Давление, передаваемое через мембрану внутрь трубки, также уве­
личивается, поэтому величина V уменьшается и резиновая мембрана 
расширяется. Если же давление в кожухе уменьшается, то V уве­
личивается и резиновая мембрана сжимается. Этот парадоксальный 
результат находится в соответствии с законом Бернулли. Однако 
этот опыт трудно осуществить из-за отрыва потока. Этот факт пока­
зывает также принципиальную неправомерность применения уравне­
ния Бернулли для трубок тока. Наконец, изменение формы рези­
нового участка трубки изменяет и расход в ней, в результате чего 
Движение является нестационарным. В сущности этот вопрос отно­
сится к области гидроупругости. 

ХП-4. Определение потерь напора 

он ^ ^ " 5 - 1 - Стационарный однородный поток. Рассмотрим стаци-
арный поток в трубе. Потери напора могут быть теоретически 

читаны для многих случаев, когда поток является ламинарным, 
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а форма поперечного сечения проста, например круглая или квап 
ратная. Но в случае турбулентного потока величину потерь напора 
нельзя найти теоретически; ее требуется измерить с помощью экспо 
римента. 

В этом случае теория позволяет нам использовать уравнение Бер­
нулли 

О + а ^ + £ ] - О + °.) f+£ ]=дя I 
только для определения потери напора АН между двумя рассматри­
ваемыми точками как разности полных напоров в этих точках. Это 

Р / р д не представляет затруднений, 
пока поток является одно­
родным, так как в это: 
случае 

А Х = А 2 , и г = Щ 
и 

98 PS 
XII-4.2. Потери напора 

при внезапном изменении по­
тока. Внезапное изменение 
однородной трубы, обуслов­
ленное, например, наличием 
диафрагмы или изгибом, ока­
зывает влияние на поток на 

большом расстоянии вниз по течению от того места, где произошло 
изменение. Потери напора, обусловленные этим изменением, можно 
найти путем экстраполяции линий, характеризующих напор давле­
ния (рис. XII-7). (Величины давления, полученные с помощью 

UW=-CONSF 

Рис. XII-7. Потери напора ДЯ, обуслов­
ленные внезапным изменением условий 
в однородной трубе, хорошо определяются 

с помощью экстраполяции. 
1 — ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ТОЧКИ. 

Рис. XII-8. Потери напора, 
обусловленные внезапным 
изменением условий в не­
однородном потоке, не оп­
ределяются однозначно с по­

мощью экстраполяции. 
1 — ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ • ТОЧКИ; 
2 — МЕСТО РЕЗКОГО ИЗМЕНЕНИЯ 

УСЛОВИЙ. 

пьезометров, помещенных вблизи внезапного изменения потока, 
изгиба или водозаборного сооружения, не могут служить для оценки 
потерь напора, так как поток неоднороден и имеется местное искаже­
ние давления из-за сложной формы потока.) Однако в случае неодно­
родного потока это довольно трудно, поскольку величина U\l{%) 
отличается от U\l(2g), а величина а х отличается от а 2 и они обе 
являются неизвестными и зависят от U. Даже если считать их извест­
ными, определение потерь напора этим способом ведет к снижению 
точности, как это видно на рис. XII-8. Более того, в непосредствен­

НО 

" близости от места внезапного изменения потока невозможно 
В°лелить различные виды потерь напора друг от друга. Эти различные 
'иды потерь напора взаимодействуют друг с другом, и их линейное 
гуммирование становится незаконным. 

ХП-4.3. Потери напора в потоке со свободной поверхностью. 
Интересно отметить, что в потоке со свободной поверхностью любое 
изменение характера русла не приводит к дополнительным потерям 
напора. В самом деле, исходное положение уровня на достаточно 
большом удалении вверх и вниз по течению всегда остается тем же, 

р И с . XII-9. Наличие 
разрыва па свободной 
поверхности потока не 
изменяет полной величи­
ны потерь напора Д г 1 2 . 
1 — УЧАСТОК, НА КОТОРОМ ПО­
ТЕРИ НАПОРА УМЕНЬШАЮТСЯ; 
2 — УЧАСТОК, НА КОТОРОМ 
ПОТЕРИ НАПОРА УВЕЛИЧИВА­
ЮТСЯ; я — ПЕРВОНАЧАЛЬНАЯ 
ЛИНИЯ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХ­

НОСТИ. 

каким оно было бы и при отсутствии разрыва (рис. XI1-9). Рост 
потерь напора в одном месте всегда компенсируется их уменьшением 
в другом месте. Поэтому при определении местных потерь напора 
на самом разрыве или резком изменении потока, типа решетки, мы 
должны обратить особое внимание на относительное расположение 
двух поперечных сечений, между которыми мы хотим найти потери 
напора. 

Рис. XII-10. Небольшая плотина. 
I — гравий. 

Случай, изображенный на рис. XII-9, в действительности не­
сколько видоизменяется за счет переноса донного материала (см. 
Рис. XII-10 и ХП-11). 

Вопрос о влиянии подпора в случае неустойчивого русла выходит 
за пределы настоящей книги. 

XII-4.4. Влияние локальной инерции на потери напора. Так как 
фокальная инерция влияет на распределение скорости в трубе и на 
соответствующие касательные напряжения, то она оказывает значи-
елыюе влияние и на величину потерь напора (рис. ХН-12). 

о т е Р и напора в нестационарном потоке в данный момент теоре-
ПО е С К И п е л ь з я считать равными потерям напора в стационарном 

°ке, имеющем такое же распределение мгновенных величин 
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средней скорости. Потери напора при одном и том же распределении 
мгновенных значений средней скорости будут разными в случае 
стационарного, ускоренного и замедленного потоков. Это может 
иметь значение для областей вблизи внезапных изменений потока 
типа донного водослива в уравнительном бассейне, где на форму 
потока оказывает влияние явление неустойчивости. 

Однако из-за недостатка экспериментальных данных нестацио­
нарные потоки часто изучают, используя величины потерь напора, 
найденные с помощью эмпирического закона, который эксперимен­
тально получен для случая стационарного потока. Как и в случае 

Рис. XII-12. Поперечный профиль скорости в трубе. 
а — стационарный поток. Показано распределение спорости при раз­
личных расходах; б — нестационарный поток (попеременно ускоряю­
щийся в противоположные стороны). Показано распределение скорости 

в различные моменты времени. 

стационарного потока, для определения потерь напора в нестацио­
нарном потоке можно применять уравнение Бернулли, но при экспе­
риментальном определении потерь напора в нестационарном потоке 
возникают еще более серьезные затруднения, чем в случае стационар­
ного потока. 

УПРАЖНЕНИЯ 
ХП-1. Два смежных бассейна имеют соответственно горизонтальные non*j 

речные сечения Sx и S2. Разность уровней в этих бассейнах в момент t — 
равна h1—h2 = h. В момент t = 0 открывается отверстие между двумя бассе 
нами, имеющее площадь поперечного сечения А . Коэффициент расхода о т В / [ ^ 
стия равен 0,6. Найдите выражение для промежутка времени Т, через котор 
уровни воды в обоих бассейнах сравняются. 
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О т в е т : 
Г = 

Si+S2 о.ЗЛ У%' 

ХИ-2. Рассмотрите четыре резервуара: А , В, С и D, связанные друг с дру-
как показано на рисунке. Уровень в этих резервуарах поддерживается 

высоте: ZА= 60 футов, ZB = 40 футов, Zc = 50 футов и ZD = 10 футов. 
Участок трубы между А и В имеет диаметр 10 дюймов и длину 3000 футов. Труба 
между С и D 12 дюймов в диаметре и 6000 футов в длину. Наконец, соединяющий 

гом 
на 

м N 

Рис. к упражнению ХП-2. 

1500 фут. 
_ 2 . 

участок MN имеет 5500 футов в длину. При этом точка М находится в 1000 футах 
от резервуара А , а точка N — в 2000 футах от резервуара D. Коэффициент 
трения / в этих трубах равен: 0,20 для труб диаметром 10 и 12 дюймов и 0,224 
для трубы между точками М и N. Диаметр трубы MN таков, что расход через 
нее составляет 1,2 фут 3 /с Определите расходы на участках AM, MB, CN 
и ND, а также диаметр трубы MN. 

О т в е т : 0 А М = 3,05 фут 3/с; QMB = 
= 1,85 футз/с; QCN = 3,2 фу тз/с; QND = 
= 4,4 фут 3/с. 

ХН-З. Рассмотрите гидроэлектриче­
скую установку, содержащую большой 
резервуар, где уровень остается прак­
тически неизменным, горизонтальную 
галерею длиной L с круглым поперечным 
сечением площади /, уравнительный бас­
сейн с горизонтальным поперечным сече­
нием площади F и отводящий рукав, как 
показано на рисунке. Потери напора в гале-
Рее^составляют Р = ±P0(W/W0)2, где 
•» средняя скорость потока как функция времени, а индекс «0» относится 
к стационарным условиям. 

1) Покажите, что уравнение, определяющее положение уровня 
тельном бассейне, имеет вид 

Рис. к упражнению XI1-3. 
1 — уравнительный бассейн; 2 — же­

лоб. 

z в уравни-

gf dr- + z ' ^ ~ и -

п Р е н е б п ° П ^ е Д е Л И Т е п е Р И 0 Д колебаний в галерее (при вычислениях величиной Р 
3) О 

к°гда Р е д е л и т е амплитуду колебаний z в уравнительном бассейне в случае, 
м е н ь ш р й е 1 ) В 0 Н а ч а л ь н ы й Р а с х ° Д Qt = f w a внезапно уменьшен до нуля или до 
Объяснит Ч 6 М п р е ж д е > величины Q't = fW'a (величиной Р снова пренебрегаем). 

т е качественно характер влияния величины Р. 
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О т в е т : 
LF 
gf ' 2) T = 2л У 

3) ' = (Wa-Wa)Yj]r 
2яг 

ХН-4 Выведите основные уравнения движения для нестационарного 
потока в 'трубках, соединенных параллельно и последовательно. 

ХИ-5 Выведите уравнение движения, обусловленного внезапным открЫ. 
тием затвора в трубопроводе, показанном на рисунке. 

® 

1- . 

® ® 
в». 

Рис. к упражнению ХП-5. 
1 — затвор. 

О т в е т : 
Ldz = (<?i + <?j + Qt)&t, 

, С? , к (Qi + Qi + Qs)* 
2gZ>2 

С?1 , „ ( ? 2 + & ) 2 

| - л 0 - 2 Z l = Z + " 2 i 7 3 2 " ^ " ° - : ! ^ 2g 
и т. д. Здесь К — коэффициент потерь напора. 

L d(Q2 + Q3) 
dt 2gD 

Глава XIII 

ТЕОРЕМА ИМПУЛЬСОВ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ 

XII I -1 . Внешние и внутренние силы 

Х Ш - 1 . 1 . Элементарная частица жидкости. Уравнение движения 
(уравнение импульсов) F = m dWIdt было выражено в дифферен­
циальной форме для элементарной частицы жидкости единичного 
объема и массы р (см. главу VI). Напомним, что это уравнение в форме 
Навье — Стокса выражает равенство между силами инерции еди­
ничного объема и соответствующими приложенными силами. 

.Приложенные силы разделяются на внешние и внутренние 
(см. главу V). Внутренние силы обусловлены давлением и трением. 0 В Й 

по определению в сумме равны нулю и не вносят вклада во враШ ' 

тельный момент рассматриваемой частицы. Это положение следует 
и з третьего закона Ньютона, гласящего, что действие равно противо­
действию. 

Внешние силы разделяются на поверхностные, обусловленные 
давлением и трением, и объемные, или массовые, обусловленные тя­
готением. Полная сумма этих сил отлична от нуля и поэтому вызы­
вает движение элементарной частицы жидкости. 

XIII-1.2. Движение двух соседних элементарных частиц жидко­
сти. Рассмотрим две соседние частицы жидкости, показанные на 
рис. XIII-1 . Векторная сумма внешних сил, действующих на две 

"77777777777777, V777777777777777 

Рис. XIII-1. При изучении 
общего движения внешние 
силы на границах между 
двумя смежными частицами 
жидкости могут рассматри­
ваться как внутренние силы 

Рис. XIII-2. Внешние силы стремятся сдвинуть 
трубу в направлении потока, однако они не со­
вершают работы. Потери напора обусловлены ра­
ботой внутренних сил, полная сумма которых 

равна нулю. 

соприкасающиеся поверхности, равна нулю согласно третьему за­
кону Ньютона. Поэтому на общее движение группы из этих двух 
частиц будут влиять только внешние силы, действующие на наруж­
ные, не соприкасающиеся стороны этих частиц. Таким образом, 
рассмотрение этих внешних сил позволяет теоретически исследовать 
общее, совместное движение обеих частиц, но не их движение отно­
сительно друг друга. 

XIII-1.3. Обобщение на случай определенной конечной массы 
жидкости. При обобщении на случай конечной массы жидкости, 
состоящей из бесконечного количества элементарных частиц, все 
внутренние силы в сумме дают нуль и не создают вращательного 
момента рассматриваемой массы. Общее движение этой массы жидко­
сти зависит только от внешних сил, приложенных к ней. Следова­
тельно, такое упрощение не позволяет исследовать внутреннее дви­
жение в пределах рассматриваемой массы жидкости, а также тонкую 
етруктуру картины потока. 
н ^ Щ - 1 . 4 . Математическое выражение импульса. Разделяя силы 

внешние F e и внутренние Fn можно записать уравнение импульсов 
= тп d\/dt в виде F = + 2 ^ = »» dV/dt. Так как по опре­

делению J F , = о, то £ = m dV/dt или 2 F, = d (m\)/dt. 
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Последнее выражение означает: изменение импульса (величины mV) 
во времени равно сумме внешних сил, действующих на массу жидко­
сти. 

XIII-1.5. Важное замечание относительно силы инерции, р а . 
боты и энергии. Вместо выражения уравнения импульсов F = 
= т dWIdt для элементарной частицы в виде равенства между си­
лами и инерцией, рассмотрим равенство между работой и изменением 
кинетической энергии, которое было получено в Х-1.1, т. е. выра­
жение FdS = т (dV/dt) dS = d {т\2/2). Так как мы можем разде­
лить силы на внешние и внутренние, то 2 С е dS) + 2 (Ft dS) == 
= d (mV2/2). Однако, несмотря на то, что полная сумма внутренних 
сил по определению равна нулю ( 2 ^ / = 0)> работа этих внутренних 
сил не равна нулю, т. е. 2 (Ff5«fS)]== 0. 

Чтобы проиллюстрировать это утверждение, рассмотрим однород­
ный поток в трубе (рис. XIII-2). Внешние силы, действующие на 
стенки трубы, в сумме отличны от нуля, и стремятся сдвинуть трубу 
в направлении потока. Существующие внутренние силы в сумме 
равны нулю. Однако эти внутренние силы совершают работу, и эта 
работа является причиной потерь напора. Потери напора выражают 
превращение механической энергии в тепловую силами трения. 

Таким образом, если мы рассматриваем равенство энергий, внут­
ренними силами пренебрегать нельзя. 

XIII-1.6. Область применения. Из сказанного выше можно сде­
лать вывод, что на практике применение либо уравнения сохранения 
количества движения (импульса), либо уравнения сохранения энер­
гии зависит от того, насколько необходимо рассмотрение внутренних 
сил в исследуемом явлении. Это будет проиллюстрировано рядом 
примеров в настоящей главе. 

Многие гидравлические задачи весьма упрощаются благодаря 
тому факту, что сумма внутренних сил равна нулю. Именно по этой 
причине теорема импульсов поистине является ключом от множества 
дверей, плотно закрытых для других методов, основанных на уравне­
нии сохранения энергии. Теорема импульсов используется для рас­
чета обобщенных эффектов, относящихся к массе жидкости в целом, 
без учета тонкой структуры картины потока, которая может быть 
весьма сложной. Однако расчет изменения импульса по данным толь­
ко о внешних силах требует детального знания граничных условии 
на внешних краях исследуемой массы жидкости. Это положение ил­
люстрируется в XIII -5 . 

XIII-1.7. Теорема импульсов и уравнение Навье — Стокса. Урав­
нение импульсов, как и уравнение Бернулли, можно вывести раз­
личными путями. Одним из таких путей является использование 
основного уравнения Навье — Стокса (или Эйлера) с последующим 
интегрированием всех членов, так что вместо сил, описываюнти* 
движение элементарной частицы жидкости массы р, мы получаем 
силы, описывающие движение конечной массы жидкости т. Этот 
путь очевиден, так как уравнение Навье — Стокса представляет 
собой уравнение импульсов для массы жидкости единичного объема. 

Вместо этого мы проделаем непосредственный вывод в векторной 
сЬорме для произвольной массы жидкости конечных размеров. Хотя 
теорема импульсов используется главным образом для решения 
задач, связанных со стационарным потоком, здесь будет также 
разобран более общий случай нестационарного потока. Этот случай 
позволит показать те трудности, с которыми встречаются при ис­
пользовании теоремы импульсов для изучения нестационарного 
движения. 

XIII-2. Математические преобразования 

XIII-2.1. Математическое выражение полного импульса конеч­
ного объема жидкости. По определению, импульсом называется 
произведение массы на скорость, т. е. величина тУ. Отсюда импульс 

Рис. ХШ-З. Обозначения, используе­
мые при выводе уравнения импульсов. 

Рис. ХШ-4. Обозначения, исполь­
зуемые при выводе уравнения им­

пульсов. 

элементарной частицы массы р равен pV. Следовательно, полный 
импульс определенной массы жидкости объема D, в пределах кото­
рого вектор скорости меняется как во времени, так и в пространстве, 
будет \\\p\dDf где dD — элемент объема D. 

D 
ХШ-2.2. Обозначения. Необходимые выкладки аналогичны тем, 

которые были приведены в ХП-1.2. Напомним, что масса жидкости 
в элементарной трубке тока рассматривалась последовательно в мо­
менты t и t -f- dt (см. рис. ХП-З). Однако теперь мы для большей 
общности не будем ограничивать рассматриваемую массу жидкости 
трубкой тока — пусть это будет какая угодно масса жидкости в дан­
ном потоке, как показано на рис. XIII-3 . Эта масса может иметь 
любую форму и любые размеры. 

Пусть в момент t рассматриваемая масса жидкости определяется 
замкнутой поверхностью А, тогда в момент t -f- dt эта же масса 
Удет определяться замкнутой поверхностью А', аналогичной по­

верхности А. Обе эти поверхности делят занимаемое ими простран-
во на три области: В , , D2 и D3. В то время как область £ ) 2 имеет 
нечные размеры, области Dx и D3, по определению, бесконечно 

ы> поскольку бесконечно мал интервал времени dt. 
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Будем последовательно определять величины полных импул 
жидкости в этих трех областях. 

XIII-2.3. Изменение импульса во времени. Импульс жидкое 
заключенной в общей области D2 в момент t, равен \\\ pVdD 
в момент £ |+ dt, поскольку величина скорости станет равной 
V +\(d\/dt)\dt,] импульс в той же области будет "равен \\ \ р [V -f 
+ (d\/dt)dt\dD. 

Таким образом, разность, или изменение импульса за время dt 
составит 

Заметим, что полученный интеграл представляет собой произве­
дение конечного числа D на бесконечно малое число (дрУ/dt) dt. 
Поделив все на dt, получим изменение импульса в области D 2 за еди­
ницу времени: 

Таким образом, можно видеть, что этот член равен нулю в ста­
ционарном потоке, потому что тогда d\/dt = 0. 

XIII-2.4. Изменение импульса в пространстве. XI11-2.4.14 
Импульс жидкости, заключенной в области Dx (рис. XIII-4) в момент 
t, равен И \ p\dD,T. е. [является произведением конечного числа 

в, 
| V | на бесконечно малое число Dx. Область D х можно считать состоя­
щей из элементарных цилиндров с основанием dA и сторонами, 
параллельными вектору скорости V. 

Объем элементарного цилиндра будет dD = dAVndt, где Vn — 
проекция вектора V на перпендикуляр к поверхности dA. Полу­
чаем, что П f dD = \ \[dAVndt, где A J—[часть поверхности 
рассматриваемого объема А, определяющая2границы области Di 
(см. рис. XIII-3) . 

Отсюда импульс жидкости, заключенной в области D х, равен 
\\\p\dD = dt\jp\VndA. 

В, AI 

Таким образом, мы выразили импульс через поверхностный 
теграл вместо объемного интеграла по области D х. 

XIII-2.4.2. Импульс жидкости, заключенной в области D3 в мо­
мент t-\-dt, равен 

ftJp(v+3*)<D. 1 

Первый интеграл ш pV dD представляет собой произведение 

к о нечного числа | V | на бесконечно малое число D3, в то время как 
второй интеграл \ Jj р{d\/dt) dt dD представляет собой произве-

пение двух бесконечно малых чисел: \(d\/dt) dt \ nD9. Поэтому вто­
рым интегралом можно пренебречь. 

На основании соображений, подобных высказанным выше, можно 
найти, что 

\ \ \ p\dD= -dt j\p\VndA, 
где A 2 — часть поверхности рассматриваемого объема А, определя­
ющая границы области D?. 

XIH-2.4.3. Разность между импульсами в областях D? и Dx 

соответственно в моменты t^-dt и г , вызванная пространственной 
изменчивостью скорости, равна 

dt JJ p\VndA-dt Jf p\VndA. 
A, A, 

Деля все на интервал времени dt, получаем величину изменения 
импульса за единицу времени 

\\p\VndA-\\p\VndA. 
А, А, 

Поскольку потоку импульса, направленному внутрь области, 
приписывается отрицательный знак, а потоку импульса, направлен­
ному наружу из области, — положительный знак, и поскольку А = 
= Ах ~А2, приведенная выше разность импульсов дает в резуль­
тате \ \ р\VndA. В этом выражении можно узнать встречающуюся 
в элементарной гидравлике величину pQV. 

XIII-2.5. Общая формула. Полное изменение импульса (и вре­
менное, и пространственное) за единицу времени равно сумме всех 
внешних сил, т. е. 

XIII-2.6. Затруднения в случае нестационарного потока. В слу­
чае стационарного потока тройной интеграл по объему равен нулю 
(см. XIII-2.3) и уравнение импульсов приобретает простой вид: 

А 

В этом уравнении требуется задать только граничные условия 
поверхности А, так как импульс задан с помощью поверхностного 

тетрала. Поэтому применение данного уравнения не требует зна-
"я тонкой структуры потока внутри области D; характеристики 
О Т О к а Должны быть известны только на поверхности А. 
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В случае же нестационарного потока объемный интеграл не равед 
нулю, и требуется знание картины потока как функции времени 
и пространства внутри области D. Таким образом, применение 
теоремы импульсов к этом случае наталкивается на затруднения 
и на практике осуществляется гораздо реже. 

XIII-2.7. Случай турбулентного потока. В предыдущих форму, 
лах обозначение V означало точное значение скорости. Приложение 
теоремы импульсов к турбулентному движению в такой форме теоре­
тически невозможно из-за сложности картины потока. Однако, как 
указывалось выше, в турбулентном движении рассматривают только 
среднее движение и величину V заменяют осредненной по времени 
величиной V и флуктуационной величиной V , средняя величина 
которой равна нулю. С помощью выкладок, подобных приведенным 
в главе VII . можно показать, что 

Т D D D 

Таким образом, в случае стационарного движения V = const, 
дУ/dt — О и [\\ dpY/dt = 0, несмотря на турбулентность. Дру-

D Ш 
гими словами, член, выражающий временное изменение импульса, 
не изменяется в случае турбулентного движения, и фактическую ве­
личину V можно заменять средней по времени величиной V без вве­
дения поправочного коэффициента. 

ХШ-2.7 .1 . В случае одномерного турбулентного потока теоре­
тически возможно учесть влияние турбулентности двумя способами. 

Первый способ, как и при получении уравнений Рейнольдса, 
состоит в том, что силы инерции, обусловленные турбулентными флук­
туациями (эквивалентные потоку импульса), рассматриваются как 
внешние силы. В этом случае наряду с силами давления возникают 
внешние силы вида — \§pu' 2 dA. 

XIII-2.7.2. Более практичным является, однако, второй способ, 
когда эффект турбулентных флуктуации учитывается так же, как 
это было сделано в XI-13 и ХН-2 при обобщении уравнения Бернулли 
для трубки тока. Можно напомнить, что временные изменения учи­
тываются зависимостью от величины а, а изменения по поперечному 
сечению — зависимостью от величины у, так что V = U ( 1 + о + 

т 
+ Х), где U = (17Г) f (MA) \\ УйА dT. Тогда, после подстановки 

о А Я 
величины U, поверхностный интеграл приобретает вид 

f f j J p V 7 „ d A = p f Щ ^ л ( Н - а + Х ) ' ^ = р ( 1 + | ) < ? и ' | 
О Д 0 {А 

где а = Зст2 + З х 2 . „ 
Можно отметить, что поправочная добавка к множителю аю ^ 

такая же, как та, что была получена для члена локальной пнерЦ 
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я втрое меньше той, что была получена для члена конвективной инер­
ции. Это естественно, так как и поток импульса, и член локальной 
инерции представляют собой функции от квадрата скорости. 

ХИ1-3, Практическое применение теоремы~импульсов. 
Случай трубки тока 

ХШ-3 .1 . Границы рассматриваемой массы жидкости. При при­
менении теоремы импульсов прежде всего необходимо определить 
границы той массы жидкости, которую мы хотим рассмотреть. Эти 
границы выбирают там, где гранич­
ные условия хорошо известны, т. е. 
на твердых границах или на попе­
речных сечениях, где движение 
можно считать одномерным. 

Поскольку теорема импульсов 
представляет собой векторное равен­
ство, то удобно выбирать одну или 
две координатные оси. Обычно напра­
вление одной из осей совмещают 
с направлением основного потока. 

Уравнение импульсов записы­
вают в проекциях на две выбран­
ные координатные оси. Однако во 
многих случаях интерес представляет только проекция на направ­
ление основного потока. 

XIII-3.2. Практические выражения импульсов для одномерного 
потока. В случае потока, ограниченного трубкой тока, показан­
ной на рис. XIII-5 , члены уравнения импульсов 

\А1 
-42—р< 

Рг 

Рис. XII1-5. Применение теоремы 
импульсов к трубке тока; обо­

значения. 

применительно к массе жидкости между поперечными сечениями 
Ах я А2 примут следующий вид. 

Член, характеризующий изменение импульса в пространстве, 
можно записать в виде 

^ V F „ ^ = ( l + ^ ) p ( ? ( V 2 - V 1 ) . 

Если поперечное сечение А постоянно, то поток однороден и 
и \)pWndA = 0. 

А 
а а „ ^ Л е н ' характеризующий изменение импульса во времени, можно 
записать в виде 
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Если поперечное сечение постоянно и V — средняя скорость 
на поперечном сечении, то 

D 

Это выражение напоминает нам, что, поскольку оно линейно 
относительно V, поправочный коэффициент за счет турбулентности 
в нем отсутствует. 

XIII-3.3. Внешние силы. XIII-3.3.1. С и л ы д а в л е н и я . 
Силы давления можно считать состоящими из двух компонент. Эти 
компоненты следующие: 

Рис. ХШ-6. Силы давления на по- Рис. XIII-7. Силы давления на гра-
перечном сечении. нице трубки тока. 

а) сумма сил, обусловленная постоянными давлениями р2 и ри 

т. е. р2А2 — PiAi- Здесь можно либо учитывать, либо не учитывать 
атмосферное давление; 

б) гидростатические силы, приложенные к центру тяжести по­
перечных сечений, показанные на рис. XIII-6. В случае двухмер­
ного потока со свободной поверхностью над горизонтальным дном 
будем иметь 

Гидростатический член равен нулю в однородном потоке, и в слу­
чае потока под давлением им часто пренебрегают. 

На границах трубки тока, где VП — 0, сила давления дается вы­
ражением \ \ PNDPDL, где Р — смоченный периметр, a n — еди-

A W 

ничная нормаль к поверхности. Если Р зависит от L , то выражение 
для этой силы будет иметь вид JPRXP (L) DL. Эта сила обычно учиты­
вается только для направления основного потока вдоль оси коорди­
нат, и тогда ее выражение имеет вид §Р sina P ( L ) D L , где a — угол 
между осью и границей (рис. ХШ-7) . 

В этом случае величину Р можно задать в каждой точке с помощью 
уравнения Бернулли или с помощью допущений, основанных на фи­
зических наблюдениях и соображениях. Если все другие члены 
известны, то в уравнении остается только один неизвестный член, 
и теорема импульсов позволяет найти величину этого интеграла. 
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XIII-3.3.2. С и л а т я ж е с т и . Сила тяжести дается выраже-
нием PGL^DL, а ее компонента в направлении основного потока равна 
0g\ADZ. Для однородного потока она приобретает вид +PGA (Z2 — 

U- z ). В горизонтальном потоке этот член равен нулю. 
ХШ-3.3.3. С и л а т р е н и я . Сила трения имеет вид \ j т DP D L , 

где Р снова означает смоченный периметр. Для однородного потока 
это выражение сводится к X P L . При рассмотрении движения в корот­
ких сооружениях или при рассмотрении короткого участка потока 
(например, гидравлического прыжка или внезапного расширения) 
этой силой часто пренебрегают. 

ХШ-3.3.4. У д е л ь н а я с и л а . Наконец, поделив все члены 
на pg и приравняв их, получаем 

L z, L 

Часто оказывается удобным сгруппировать эти члены следующим 
образом: 

+ j I

9Y~
 s in

 А Р (L)DL + ^ADZ + ^ RP (L) DL. 

L Zi L 

В первой строке величиной а пренебрегли. Удельная сила для 
поперечного сечения А будет [V2/G-\-P/(PG)] А . 

Таким образом, для однородного потока имеем 

Г л , . 1 Г Л , „ 1 L dV , xPL 

поскольку АХ = Л 2 = А и VX = V 2 . Заметим, что член XPLLA 
можно записать в виде XLIRH, где RH — гидравлический радиус. 
Полученное выражение нетрудно вывести также из уравнения Бер­
нулли, если положить в нем V ^ U (средняя скорость) и F = 
= ХР/А = XLRH (см. XII-2.6). 

ХШ-4 . Примеры 

Чтобы проиллюстрировать все сказанное выше и показать, ка­
ким образом изложенные теоретические соображения прилагаются 

практике, рассмотрим несколько примеров, причем каждый раз 
^Удем обращать внимание на необходимые допущения, что далеко 

всегда делается в элементарных руководствах по гидравлике, 
g „ Г и д р а в л и ч е с к и й прыжок на горизонтальном дне. Из на-

дении хорошо известно, что картина потока в гидравлическом 
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2 
Рис. ХШ-8. Гидравлический 

Обозначения. 
прыжок. 

прыжке чрезвычайно сложна. Однако, рассматривая только внешние 
силы и изменение импульса на границах, можно изучать это сложное 
явление, не интересуясь сложной тонкой структурой потока. 

Прежде всего границы рассматриваемого участка выбираются 
в плоскости, где форма потока хорошо известна, т. е. на достаточном 
удалении от фронта гидравлического прыжка, чтобы основной поток 
был направлен параллельно дну (рис. XIII-8). 

Во-вторых, выбираются две координатные оси, одна из которых 
(ОХ) направлена вдоль потока. 

21 с Внешними силами, подле­
жащими рассмотрению в напра­
влении оси ОХ, являются: 

а) силы давления на грани­
цах, т. е. на вертикальных 
плоских поверхностях АВ и CD, 
полная сумма которых в напра­
влении ОХ отлична от нуля. 
Распределение давления яв­
ляется гидростатическим; 

б) касательные напряжения, 
направленные вдоль оси ОХ на­

встречу потоку и обусловленные трением на границах, включая 
свободную поверхность и поверхности ВС и AD. На таком коротком 
участке потока, однако, этими касательными напряжениями прене­
брегают. Поэтому внешние силы, действующие вдоль оси ОХ, вы­
ражаются в виде 

2'-«Г4-4] 
Следует учесть еще дополнительный член §pu'2dz, обусловленные 

турбулентными флуктуациями и увеличивающий давление, дей­
ствующее на поверхности АВ и CD, однако в данном случае мы им 
пренебрежем. 

Изменение импульса во времени будет 

» = p ^ A 7 ( F s - F 1 ) . 

Приравнивая эту величину внешним силам, получаем 

pQ(v2-v1) = P g [ ^ - ^ - ] , 

или, после элементарных преобразований, 

ghih2 2 

Направляя вторую ось вертикально вверх, получаем равенство 
между силой атмосферного давления, действующей на свободную 
поверхность, силой тяжести, равной полному весу воды в объем^ 
ABCD, и внешней силой, действующей вертикально вверх на низк! 
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0ЮЮ границу объема ABCD со стороны дна. Изменения импульс?. 
в этом направлении не происходит. 

XIII-4.2. Гидравлический прыжок в туннеле. Рассмотрим случай 
частично открытого затвора в туннеле, жидкость в котором нахо­
дится под значительным давлением (рис. XIII-9). 

Для избежания кавитационных эффектов в этом случае часто 
необходимо устройство вентиляционной отдушины. Когда наступают 
условия для образования гидравлического прыжка, водный поток 
действует как струйный насос (эжектор), и некоторое количество 
воздуха засасывается в туннель. Из-за потерь напора в вентиляци­
онной отдушине давление на свободной поверхности меньше атмо­
сферного. Эта разность давлений должна быть учтена в выражении 

V////////////JV////////////////////////////, 

Рг 

А, А2 

Рис. XIII-9. Гидравлический прыжок 
в туннеле. 

1 — затвор; 2 — воздушный канал; 3 — линия 
напора давления; 4 — атмосферное давление. 

Рис. ХШ-10. Реактивный эффект 
струи. 

для внешних сил. Самое простое решение мы получим, если возьмем 
абсолютную величину давления Р = р -\-ра, откуда 

J Fa - (*V4i + р )̂ - (/VI, + „ф) . 
Величина Р2 больше, чем атмосферное давление, из-за потерь 

напора в расположенной вниз по течению части туннеля. Получен­
ное уравнение основано на таких же допущениях, какие были сде­
ланы в XIII-4.1. Из-за проникновения воздуха импульс на попереч­
ном сечении 1 равен pQ2IA1, а на поперечном сечении 2 импульс 
равен pQ (Q -f Qa)/A2, где Qa — расход воздушного потока при 
давлении Р2; pQ означает массу, переносимую за единицу времени, 
а (Q + Qa)lA означает скорость. 

Массой воздуха пренебрегают, но воздушный поток оказывает 
влияние на скорость воды. 

XIII-4.3. Парадокс Бержерона. Рассмотрим бак на колесах, 
изображенный на рис. ХШ-10. С одной стороны бака распределение 
Давления является гидростатическим, в то время как с другой сто­
роны напор давления преобразуется в скоростной напор. Разность 
Давлений можно найти, последовательно рассчитывая гидродинами-

С к Ую сетку потока, распределение давления на обеих сторонах 
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и, наконец, действующие силы. Однако с помощью теоремы импульсов 
мы можем прямо получить полную величину результирующей силы 
в виде 

F = pQV=pCcAV2gh, 

где Qс — коэффициент сжатия. За счет этой силы (поскольку осталь­
ные силы — тяжести и атмосферного давления — имеют горизон­
тальные компоненты, равные нулю) бак имеет тенденцию к движению 

в сторону, противоположную 
направлению струи. Мы имеем 
здесь дело с принципом реак­
тивного движения. 

Теперь предположим, что 
бак окружен водой и что его 
тяжесть превышает силы плаву­
чести (рис. ХШ-11). В этом 
случае бак не будет двигаться. 

Рис. X i u - И . Парадокс Б^ершерона. С и л £ ц о б у с л о в л е н н а я в т о р ж е . 
нием струи, будет равна силе, 

обусловленной очень сложным движением внутри бака. Мы мо­
жем рассматривать эту ситуацию как еще одно приложение треть­
его закона Ньютона («действие и противодействие равны по величине 
и обратны по направлению»), а теорема импульсов должна прила­
гаться здесь ко всей массе воды в целом. Этот результат известен 
под названием парадокса Бержерона. 

4 

Рис. ХШ-12. Парадокс Бержерона. Рис. ХШ-13. Еще один парадокс. 
A-(B + C) = D-E. AEB + FCD=E'B'C'F', 

Такой же результат мы получим в случае, показанном на 
рис. ХШ-12. Струя действует на стенку смежного бака, скреплен­
ного с основным. Вся система остается неподвижной. 

Наконец, рассмотрим два бака, изображенных на рис. XlllAo, 
которые имеют отверстия одинакового поперечного сечения. Одно 
из отверстий закрыто пластиной, которая прижимается к отверстию 
напором струи, бьющей из левого бака. Площадь эпюры давления 
ABCD равна площади А'В'CD' или, записывая иначе, ABE + 
-f- FDC = E'B'C'F'. Рассматривая силы, действующие на пластину, 
получаем 

FL = FR, 
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pACd{2gz1) = pgAzi, 
т. е. 

2C dz x = z 2 . 
Если принять Сй =' 0,60 для отверстия, то можно добиться, 

чтобы величина z 2 равнялась бы 1,2 z x , а пластина бы не падала. 
Изменяя отверстие в левом баке таким образом, чтобы приблизить 
Qd к единице, можно почти добиться равенства z 2 = 2z x . Если струя, 
отразившись на 180°, возвращается обратно, то получим даже z 2 = 
= 4z,. 

Все сказанное можно объяснить физически, рассматривая пре­
образование внешних сил ( А Е В и D C F ) в импульс. 

ХШ-5 . Затруднения, возникающие при применении теоремы 
импульсов 

Несмотря на свою кажущуюся простоту, теорема импульс.ов позво­
ляет анализировать сложные движения. При ее применении, однако, 
надо принимать известные меры предосторожности. 

Рис. ХШ-14. Внезапное 
рение. 

расши- Рис. XII1-15. Внезапное расшире­
ние. Ламинарный поток. 

Одна из трудностей, возникающих при использовании теоремы 
импульсов, связана с выбором границ и граничных условий. Не имея 
приближенного представления о картине потока,, внешние силы 
рассчитать невозможно. Это обстоятельство часто требует проведения 
экспериментов или заставляет использовать данные прежних экспе­
риментов. Ниже приводятся некоторые примеры, иллюстрирующие 
высказанные соображения. 

XIII-5.1. Внезапное расширение. Действующими внешними си­
лами являются силы давления на сечениях 1 и 2 на рис. ХШ-14 . 
Обычно полагают, что давление р*, оказываемое стенкой S на по­
ток, равно давлению р\ в конце узкой трубки. 

Прежде всего укажем, что если поток является ламинарным, то ли­
нии тока имеют такую кривизну, что это допущение оказывается 
неверным (рис. ХШ-15). Однако экспериментальным путем устано-
лено, что, когда число Рейнольдса превышает некоторое критиче­

ское значение, поток входит в широкую трубу в виде струи. Эта 
РУя, часто неустойчивая, с помощью сил трения приводит к об­

разованию в углах вторичных течений. . ' 
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Если скорость настолько невелика, что конвективной инерцией 
можно пренебречь, то распределение давления на поперечном се­
чении 1 действительно является гидростатическим, и обычное допу­
щение является справедливым. В действительности завихрения 
обусловленные трением, приводят к появлению центробежных сил 
что слегка увеличивает силу давления по сравнению с силой, вычи­
сленной на основании названного допущения. Для практических 
целей, однако, это допущение вполне пригодно. 

XIII-5.2. Гидравлический прыжок, вызванный резким увеличе­
нием глубины. В этом примере рассмотрен случай, в котором невоз­

можно рассчитать внешние силы 
без специальных экспериментов. 

Предположим, что в канале 
имеет место внезапное увеличе-

77777777777777777777777?, 

Рис. ХШ-16. Гидравлический прыжок 
при резком увеличении глубины. 

I — внешние силы» 

Рис. ХШ-17. Гидравлический пры­
жок на наклонном дне (I — длина 

прыжка). 

ние глубины, чтобы можно было точно фиксировать местоположение 
гидравлического прыжка (рис. ХШ-16). В плоскости, где образуется 
фронт гидравлического прыжка, внешняя сила, обусловленная дей­
ствием вертикальной стенки, изменяется, как показано на диаграмме. 
Только тщательные и систематические эксперименты могут охарак­
теризовать факторы, влияющие на это явление, и только эти экспери­
менты позволят создать соответствующую теорию. 

ХШ-5.3 . Гидравлический прыжок на склоне. Исследование гид­
равлического прыжка на склоне требует учета массовой силы — 
силы тяжести, — которая существенно влияет на характеристики 
потока (рис. ХШ-17). Рассматриваемая сила тяжести является 
направленной вдоль потока компонентой полной силы тяжести, 
обусловленной весом воды, которая заключена между двумя грани­
цами, расположенными, как обычно, в местах, где поток параллелен 
дну. Поэтому указанная сила pgAl sin а является функцией от длины 
гидравлического прыжка I. Эту длину можно приближенно опреде­
лить экспериментально, но очевидно, что большой точности при 
этом получить нельзя. Однако длина гидравлического прыжка должна 
удовлетворять уравнению 

PQ (У 2 - Vi) =PS [4 —hf]'+PgM s ln -o . 

XIII-5.4. Водозаборное сооружение. Рассмотрим поток со сво­
бодной поверхностью, изображенной на рис. Х Ш - 1 8 . Подъем уровня 
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воды в части ABCD теоретически можно рассчитать, используя 
уравнение импульсов вдоль оси ОХ для массы воды, заключенной 
в области EFBC. Таким образом: 

PQV = Pg[HttW 

откуда Ad = V2Jg, а не V2J(2g), как можно было подумать на основа­
нии поверхностного анализа. 

Однако практические результаты часто ближе к величине \nl(2g), 
чем к величине V2/g. Это происходит не оттого, что теория импульсов 
неверна, а оттого, что неверными являются граничные условия. 

А В 

4ft 

W777777777?7777777?yyV777Z 
Рис. ХШ-18. Внешние силы, об­
условленные водозабором, теоре­

тически найти не удается. 

'УУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУУ/УУУУУ7УУУ/У/У/////У///У//У7у)/////////л 

Рис. XIII-19. Волна перемещения. 

Скорость на участке GD не перпендикулярна к поперечному сечению, 
и теорему импульсов надо в этом случае применять для всей массы 
BCDJHGEF, чтобы включить в рассмотрение разность между внеш­
ними силами, приложенными к участку DJH, где уровень выше, 
и внешними силами, приложенными к участку FG, где уровень 
ниже. К сожалению, оценить эти внешние силы теоретическим путем 
не удается. 

ХШ-5.5. Нестационарный поток. Волна перемещения. В каче­
стве примера нестационарного потока, к которому можно прило­
жить теорему импульсов, рассмотрим волну перемещения 
(рис. XIII-19). Предполагается, что волна распространяется в спо­
койную воду и что скорость V, обусловленная волной перемещения, 
постоянна в вертикальной плоскости. Если обозначить скорость 
распространения волны через W, то масса воды, изменяющая свою 
скорость за время dt от 0 до V, будет равна р (h + Ah) Wdt. Отсюда 
изменение импульса за единицу времени будет равно 

^M-d(Vol) = pVW(h + Ak). 
Vol 

Внешние силы будут 

Pg 
(h + Ah)2 h"-pg-^-S^pgh Ah. 
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Приравнивая эти два выражения, получаем pVW {h -f- Ah) = 
= pghAh. С другой стороны, на основании закона неразрывности 
мы можем записать V (h + Ah) = WAh. Исключая V, получаем 
W = y~gh. Более точная теория, в которой учитывается кривизна 
траекторий, дает (см. XVII-6.2) 

„ , Г , / , , 3 Mi . h* d*h\-\4t 

XIII-6. В з а и м о с в я з ь м е ж д у и м п у л ь с о м и э н е р г и е й 

Мы рассмотрим в этом разделе область применения теоремы 
импульсов и сравним ее с областью применения закона сохранения 
энергии. 

В/ 

F=fQV$\na 

Рис. XIII-20. Полная нагрузка дается теоремой импуль­
сов. Распределение давления можно получить с помощью 

уравнения Бернулли и метода гидродинамических сеток. 
1 — пластина; 2 — распределение давления. 

Как было указано в XIII-1.1, возможность применения то 
или иного из этих двух методов зависит от того, насколько изуч 
емое явление связано с внутренними силами. Теорема импульсо 
применяется для изучения обобщенных эффектов, каким бы ело 
ным по своей структуре не был поток. Закон сохранения энерг 
применяется для изучения явлений, связанных с внутренним дв 
жением, и в которых должна учитываться очень тонкая структу 
потока. 

Нетрудно понять, что второй метод встречает больше ограннч 
ний при применении к гидравлическим задачам, так как он требуе-
как мы видели раньше, целого ряда допущений, например отсутствия 
завихренности. Эти ограничения связаны с трудностями, возника­
ющими при интегрировании уравнений Навье — Стокса. 

Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих сказанное 
выше. 

XII 1-6.1. Безвихревой поток без трения. Полная сила н а 

пора струи, ударяющейся в закрепленную или подвижную пло 
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«кость, сила, действующая на повышенный носок водослива, полная 
горизонтальная сила, действующая на частично открытый затвор 
туннеля, и т. д. могут быть рассчитаны с помощью теоремы импульсов 
/рис. XII1-20). С другой стороны, точное распределение давления 
в 0 всех этих случаях можно рассчитать следующим способом. 

Поток считаем безвихревым, поэтому можно построить гидроди­
намическую сетку, которая дает распределение скорости. Распре­
деление давления мы получим, используя уравнение Бернулли, вы­
ражающее закон сохранения энергии. Ясно, что этим способом можно 
вычислить и полную силу напора, интегрируя силы давления: 
[pdA = Т, и полученный результат можно сопоставить с тем, кото­
рый получен с помощью теоремы импульсов. 

При этом результат, полученный с помощью теоремы импульсов, 
оказывается более точным, если граничные условия известны доста­
точно хорошо. 

Х Ш - 6 . 2 . О д н о м е р н ы й в и х р е в о й п о т о к . Теорема импульсов может 
быть использована для анализа целого ряда явлений, например 
таких, как внезапная потеря напора при резком расширении или 
гидравлический прыжок, каким бы сложным по своей структуре 
поток не являлся. 

Применяя уравнение сил — импульсов совместно с уравнением 
энергии — работы, можно получить величину потерь напора, вычис­
ляя разность полных напоров: V2/(2g) -f- р/а> -f- z. Оба эти уравне­
ния пригодны для изучения дивергентного потока, где потерями на­
пора можно пренебречь. Однако применение уравнения энергии — 
работы к участку резкого расширения неправомерно без ввода до­
полнительного члена, выражающего потери напора, несмотря на 
идентичность уравнений в их дифференциальной форме. 

Х Ш - 6 . 3 . Н е к о т о р ы е р а з н о о б р а з н ы е п р и л о ж е н и я . Чтобы пока­
зать, насколько разнообразны возможные приложения теоремы им­
пульсов, ниже приведены некоторые случаи, когда можно использо­
вать эту теорему: 

1) определение полной силы напора, создаваемого струей, про­
пеллером или эжектором при наличии двух идентичных жидкостей 
или двух различных жидкостей, например воздуха и воды; 

2) определение полной силы, действующей на ледяной покров 
Р еки, при условии, что с помощью вертикальных эпюр скорости 
можно оценить силу сопротивления, которая действует на поток 
«о стороны дна; 

3) определение полной силы, действующей на крыло или лопасть, 
Да происходит отрыв потока от поверхности. Классическая тео-

д н

я к Р ы л а Жуковского дает величину этой силы при предположе-
1 что поток обладает циркуляцией, но является безвихревым 

отрыва потока не происходит. 
с Х Щ - 6 . 4 . П о т о к в т р у б е с б о к о в ы м о т в е т в л е н и е м . Поток в трубе 
- т ю с К 0 В Ь Ш о т в е т в л е н и е м представляет особый интерес в качестве ил-
М о с т

т р а Ч и и высказанных выше соображений об областях примени-
и Уравнения Бернулли и теоремы импульсов. Рассмотрим поток, 

14* 
211 

file:///-/4t


показанный на рис. XIII-21. Если считать движение двухмерный'] 
то первый метод анализа предполагает отсутствие завихренности'] 
В этом случае картину потока можно рассчитать с помощью конфорц*! 
ного отображения. Однако пренебрежение силами трения делает 
этот метод весьма нестрогим. 

Можно также применить уравнение энергии к потокам в главном 
трубопроводе и в боковом ответвлении, если добавить еще член, учи. 
тывающий потери напора. Но теоретически определить величину 
этого добавочного члена не удается. Можно принять, что потери 
напора в боковой трубе такие же, как и в случае изгиба, а в основном 
трубопроводе — такие же, как в случае резкого расширения: (V ~М 
— Vc)2J(2g). Однако систематические экспериментальные данные 

не подтверждают такого пред-

Рис. XIII-21. Поток в разветвленном 
трубопроводе. 

1 — внешние силы. 

положения. 
Аналогичный упрощенный 

способ состоит в том, что урав 
нение импульсов записывается 
для потока в месте соединения, 
при условии, что добавляется 
член для промежуточного им­
пульса потока в боковом ответ­
влении или соответствующая 
неуравновешенная компонента 
внешней силы, действующая на 
стенку бокового ответвления. 

Из-за недостаточного знания 
какой-либо важной неизвестной 

величины оба метода не дают возможности непосредственно исполь­
зовать получаемые результаты, не прибегая к помощи экспери 
ментов. 

ХШ-6.5 . Заключение. Для любой задачи, в которой важен лишь 
обобщенный результат, лучше применять теорему импульсов из-за 
ее исключительной простоты, обусловленной тем фактом, что сумма 
всех внутренних сил считается равной нулю. Однако при пользо­
вании теоремой импульсов следует быть очень аккуратным при оценке 
внешних сил и граничных условий. Часто для определения этих 
неизвестных исходных данных необходим эксперимент. 

Если требуются более детальные сведения о характеристиках 
потока, то система дифференциальных уравнений, непосредственно 
описывающая тонкую структуру потока, может быть решена пол­
ностью. Но пригодность полученного решения оказывается ограни­
ченной из-за ряда допущений, которые приходится делать с целью 
упрощения системы уравнений, для того чтобы ее можно было 
решить. 

УПРАЖНЕНИЯ 
Х Н Ы , Выведите уравнение импульса, интегрируя уравнение riii.iep* 

по конечному объему. Определите поправочные члены, обусловленные туР°У" 
лентностью, которые возникают при интегрировании по конечному объему 
уравнения Рейнольдса. 
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Х1И-2. Рассмотрите поток в трубе радиуса Я0, заканчивающейся двумя 
глыми дисками радиуса R, которые разделены небольшим зазором ширины 

К * а к показано на рисунке. Рассчитайте полную силу, с которой поток действует 
h ' Нижний диск, считая, что поток между двумя дисками является радиальным 
и* что полный расход равен Q. 

J77777Z77Z7>7ZV/. 

-2Ra 

i 

I я -1 
Рис. к упражнению XIII-2. Рис. к упражнению ХШ-З. 

О т в е т : 

ХШ-З. Рассмотрите двухмерный поток, показанный на рисунке. Изобра­
зите соответствующую гидродинамическую сетку и найдите распределение 
давления от А до В (считая, что в точ­
ках С и D отрыва не происходит). Рас­
считайте полную силу, действующую 
на участке АВ, интегрируя распределе­
ние давления, как функцию от расхода 
жидкости Q. Рассчитайте ту же силу 
с помощью теоремы импульсов. Объяс­
ните расхождение между двумя резуль­
татами. 

О т в е т : по теореме импульсов 
полная сила равна 2pQV, а в резуль­
тате интегрирования распределения да­
вления получаем лишь pQV. Расхож­
дение обусловлено силой, действующей 
в А и В. 

XIII-4. Выведите следующее соот­
ношение для гидравлического прыжка 

горизонтальном прямоугольном ка­
нале: 

гДе у 1 и у 2 — глубина воды соответ­
ственно выше и ниже прыжка по тече-

F 1 = VjVgyl — число Фруда 
потока, расположенного выше 

равнаКу Г Д 6 с Р е д н я я скорость потока 
*Ш-5. Рассмотрите поток, пока-

н н ы и на рисунке. 
!) Изобразите две гидродинамические сетки 

в 

нию 
ДЛЯ 

Рис. к упражнению ХШ-5. 
1 — плотина; 2 — затвор. 

ЧТОГЧ' Г"""»" «ОС ИЗД^ИДИДАЛШЧСШИС ГАПИ В ДВуХ раЗНЫХ МЭСШТабаХ, 
^ Ь1 проанализировать распределение давления на входе в галерею и напро-затвора 
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) Рассчитайте интеграл горизонтальной и вертикальной компонент с 
явления, действующих на затвор. Сравните полученную сумму горизонтал 

ных сил с результатом, полученным по теореме импульсов. 
3) Имеется ли здесь риск возникновения кавитации? 
4) Найдите распределение величин и и v, а также ди/дх, ди/ду, dv/ff 

dv/ду вдоль оси OY при х = 0 на входе в галерею от Л до В. 
XIII-6. Рассмотрите три двухмерных потока, показанные на рисунка 

На первом из них (а) изображено внезапное расширение; на втором (б) — посте­
пенно дивергирующий поток и па третьем (в) — гидравлический прыжок. Пред. 

полагается, что глубина на ле­
вом краю h-t и на правом краю 
h2 во всех трех случаях одина­
кова и что расход на единицу 
ширины q также одинаков. 

1 
TV?////////////////////////////////////////////, 

в) 

Рис. к упражнению XIII-6. Рис. к упражнению ХШ-7. 

Применяя теорему импульсов и уравнение Бернулли ко всем трем слу­
чаям, определите величину внешних сил и потери напора (касательными напря­
жениями у стенок пренебрегаем). 

О т в е т : исходные уравнения 
сохранения энергии 

2g 1 pg 2g ^ pg 

неразрывности 

импульса 

L g 1 pg 1 2 J 1 L g 1 p« T 2 J Г 

В первом случае 

{h иногда можно пренебречь в сравнении с p/(pg))-
Во втором случае 

J pg 

2 1 4 

Величиной ДЯ (потерями напора) пренебрегаем и таким образом вычисляем 
интеграл для F (h иногда пренебрегают по сравнению с p/(pg)). 

В третьем случае 
Р = Ра_ 
pg pg ' 

Сумма внешних сил, обусловленных атмосферным давлением, равна нулю, 
так что все члены p/(pg) исчезают. 

ХШ-7. Найдите величину коэффициента сжатия в случае кругового отвер­
стия (так называемая насадка Борда), показанного на рисунке. Коэффициент 
сжатия определяется как отношение наименьшего поперечного сечения струи 
к поперечному сечению отверстия. 

О т в е т : pQV = pgzA (внешняя сила) и, поскольку pQV = р (2gz) АС> 
то С = 1/2. 

Рис. к упражнению XIII-8. Рис. к упражнению ХШ-9. 

ХШ-8. Рассмотрите водослив, показанный на рисунке. Найдите выраже­
ние для z как функцию от напора выше края водослива Н. Допустим, что сво­
бодная поверхность водослива подвержена действию атмосферного давления, 
т. е. водослив открытый. Расход на единицу длины равен q = 0,5Я V^gH, 
а величину V примем равной 0,1 V~2g~h. Какова ошибка, допускаемая при пре­
небрежении углом а между направлением падения воды и вертикалью? 

О т в е т : . 

pg ~2 — pg ~2~ = р ? t F ~ Д а ) ] ; 

f(a)sil/2g(zw+H~h) SINCE. 

Подставляя q = / (Я), находим функцию г = / (Я). 
X1II-9. Бьющая струя перпендикулярно ударяется о плоскость. Расход 

струи равен Q = 2 фут3/с, а скорость частиц равна V = 20 фут/с. Плоскость 
Движется со скоростью U (причем U < V) в направлении действия струи. Рас-
г ? . И о а и т е : J ) полную силу напора струи на плоскость как функцию от скорости 
"5 2) мощность струи в лошадиных силах; 3) мощность, передаваемую струей 
плоскости, как функцию скорости U; 4) коэффициент полезного действия, опре­
деляемый как отношение этих двух мощностей. 

- Проделайте те же вычисления при условии, что плоскость заменена чаше-
оразным телом, показанным на рисунке. 

ность * Q ву' ^ = ^ ^Г~^' м о п г я о с т ь струи pQV2/2; передаваемая мощ-

В случае чашеобразного тела 

F = 2pQ(V — U). 
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ХШ-10. Рассмотрите случай гидравлического прыжка, создаваемого BH J 

запным падением дна канала на величину ft. Выведите два следующих соотнощ 
ния между глубиной выше прыжка у 1 и глубиной ниже прыжка у г : 

Г/2 

п ^ 1 yi П (у* LY1 
gyi 2 1_У2_1 \У1 У1 J _Г 

Ух 
или 

У2 

в зависимости от допущения относительно распределения давления на верти­
кальной стенке, образующей уступ дна. 

Рис. к упражнению ХШ-12 (1). Рис. к упражнению ХШ-12 (2). 

О т в е т : давление у подножия вертикальной стенки будет либо pg (ух + Л), 
либо pgyi в зависимости от точного местоположения скачка относительно под­
водного уступа. 

XIII-11. Покажите, что скорость диссипации энергии в единицу времени 
в гидравлическом прыжке равна 

dE 
dt •9SQ ( f t 2 - f t i ) 3 

4ftift2 

и покажите также, что коэффициент полезного действия гидравлического прыжка, 
определяемый как отношение удельных энергий за прыжком и перед прыжком, 
равен 

Е2 (8Ff + l ) ' / 8 —4Ff + l 
Ei ~ 8FI (2 + FJ) ' 

где р ^ Vj_ 
Vghx 

Индексы «1» и «2» означают соответственно положение перед прыжко 
и за прыжком. 

ХШ-12. Рассмотрите водослив, изображенный на рисунке. Коэффицие 
расхода С, определяемый соотношением А = Ch V2gh, является функци 
от величины Л/л„ и эта зависимость дается в виде следующей таблицы: 
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ft/Л/. 0,2 0,4 0,8 1,0 1,2 1,4 

со 2,0 

С 0,394 0,425 0,470 0,490 0,504 0,518 0,532 0,552 

Положим, что hn = 8 футов, a h = 12 футов. 
1) Рассчитайте расход на линейный фут водослива. 
2) Начертите гидродинамическую сетку с помощью последовательных 

приближений. 
3) Определите распределение давления по полю скорости и установите, 

имеется ли риск возникновения кавитации. 
4) Водослив заканчивается трамплином, радиус закругления которого 

равен 70 футам (см. рисунок). Рассчитайте распределение давления на трам­
плине (без построения гидродинамической сетки) и проинтегрируйте его, 
чтобы получить полную силу, действующую на поверхность трамплина. 

5) Определите полную силу, действующую на поверхность трамплина, 
с помощью теоремы импульсов. Сравните результаты пунктов 4 и 5. 

6) Рассчитайте расстояние D между подножием дамбы и местом падения 
струи. 

ХШ-13. Подобрав ряд упрощающих условий и применяя теорему импуль­
сов и уравнения Бернулли, найдите ряд уравнений, дающих распределение 
расходов через трубопровод с двумя отверстиями, тремя отверстиями, четырьмя 
отверстиями, п отверстиями одинакового поперечного сечения и находя­
щимися под одним и тем же давлением. Потерями напора через нормальное се­
чение главной трубы пренебречь. 

Глава XIV 

П О Г Р А Н И Ч Н Ы Й С Л О Й . П О Т О К В Т Р У Б А Х И С О П Р О Т И В Л Е Н И Е 

XIV-1. О Б Щ Е Е ПОНЯТИЕ О ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ 

XIV-1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. XIV-1.1.1. Если вязкий поток протекает 
мимо твердой границы, такой, как плоская пластина или хорошо 
обтекаемое тело, то влияние вязкости на картину потока обычно 
сосредоточено в тонком слое вблизи границы. За пределами этого 
слоя эффект вязкости исчезающе мал, и жидкость ведет себя так, 
как если бы она была идеальной. Это физическое обстоятельство 
позволяет разделить все поле потока на две области, каждую из ко­
торых для упрощения математических выкладок можно рассматри­
вать отдельно (рис. XIV-1). 

Первую область называют пограничным слоем. Этот тонкий слой 
расположен в непосредственной близости от границы. В пределах 
этой области скорость потока быстро возрастает от нулевого значе­
ния на самой твердой стенке до величины, соответствующей скорости 
свободного потока. Изменение скорости с удалением от стенки про­
исходит резко, и поэтому сила трения, связанная с поперечным 
гРадиентом скорости, играет здесь важную роль. 

Во второй области влияние вязкости малг. Силами трения можно 
пренебречь по сравнению с силами инерции. Поэтому можно 
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пренебречь вязкими членами в уравнениях Навье—Стокса. Жидкость 
можно считать лишенной вязкости и безвихревой (см. П-4.4). 

Давление в пределах пограничного слоя, как будет показано 
ниже, приближенно равно давлению на границе свободного потока 

XIV-1.1.2. Чем больщ е 

3. величина числа Рейнольд­
са, тем меньше толщина 
пограничного слоя. Поэто­
му при очень больших 
числах Рейнольдса осред-
ненное по времени движе­
ние потока очень близко 
к движению идеальной 
жидкости. Это обстоятель­
ство уже отмечалось в 
VIII-1.2; оно иллюстри­
руется рис. XIV-2. 

XIV-1.2. Толщина 
пограничного слоя. 
XIV-1.2.1. Определение 
толщины пограничного 
слоя является до некото­

рой степени произвольным, так как изменение скорости от нулевого 
значения до величины, характеризующей внешний поток, происходит 
асимптотически. Поскольку с удалением от стенки скорость очень 
!быстро приближается к величине скорости свободного потока, то 

рис. XIV-1. Пограничный слой и свободный 
поток. 

1 — СВОБОДНЫЙ ПОТОК; 2 — ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ; 3 — 
ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ. 

Рис. XIV-2. Влияние числа Рейнольдса 
«а распределение скорости и толщину 

пограничного слоя. 
J — ЛАМИНАРНЫЙ ПОТОК; 2 — ТУРБУЛЕНТНЫЙ ПО-

С ЛАМИНАРНЫМ ПОДСЛОЕМ; 3 — ТУРБУЛЕНТ-

Рис. XIV-3. Толщина вытеснения 
(площадь ABC равна площади CDE). 

НЫЙ ПОТОК; 4 — ИДЕАЛЬНАЯ ЖИДКОСТЬ. 

можно определить толщину по­
граничного слоя б как тол­
щину, за пределами которой 

влияние пристеночного трения сравнительно мало. Величину б 
определяют как такое расстояние от стенки, на котором скорость 
отличается от скорости свободного потока на 1 %. 

Мы рассмотрим также другие величины, используемые для ха­
рактеристики толщины пограничного слоя, такие как толщина вы­
теснения б* и толщина потери импульса 6. 
.218 

XIV-1.2.2. Т о л щ и н а в ы т е с н е н и я в д в у х м е р ­
н о м п о г р а н и ч н о м с л о е . Под действием сил трения при­
легающая к границе часть потока замедляется. Степень замедления 

ОО 

характеризуется величиной J ( £ / „ — и) dy. 

Толщина вытеснения б* представляет собой то расстояние, на ко­
торое надо передвинуть стенку, чтобы оставшийся поток давал 
прежний расход при условии отсутствия трения. Следовательно, 
величина б* определяется равенством (рис. XIV-3) 

б*/У 0= ](U0-u)dy, 

т. е. 

6 * = - ^ ^(U0-u)\dy^:-^-^(U0-u)dy. 
v-ol о 

XIV-1.2.3. Т о л щ и н а п о т е р и и м п у л ь с а . Вслед­
ствие трения поток импульса в пограничном слое уменьшается. 
Мерой уменьшения потока импульса является толщина потери 
импульса, определяемая как толщина слоя, имеющего скорость 
Uо и обладающего таким же потоком импульса, как потеря потока 
импульса, обусловленная наличием пограничного слоя. Уменьше­
ние потока импульса в пределах пограничного слоя равно 

ОО 

J lpu(Uu—u)[dy, 

и тогда толщина потери импульса определяется выражением 
00 

рС/0Э = р J u(U0 — u)dy, 
о 

ОО Б 

9 = - T V 5 и(ио — И ) < 1 У = -Щ j u(U0 — u)dy. 

X I V - 2 . ЛАМИНАРНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ 

XIV-2.1. СТАЦИОНАРНЫЙ ОДНОРОДНЫЙ ПОТОК НАД ПЛОСКОЙ ПЛАСТИ­

НОЙ. XIV-2.1.1. В ы в о д у р а в н е н и й . Уравнения Навье — 
Стокса в случае двухмерного движения имеют вид: 

ДИ ДИ_ _ _ _ L_ ДР* , ! Д*И_ , Д*И \ 

U~~DX~-^Vl)Y~ р ДХ + V \ ДХ* ДУГ ) ' 

ДУ ДУ _ 1 DP* I Д*У . Д*У \ 

" ~Ъ~Х~ + V ~ДУ~ ~~ ~Р ~ДУ + V \ ДХ* "т" ДУ* ) ' 

а Уравнение неразрывности будет 
ДИ , DV Q 

ДХ ' ДУ 

2 1 9 



Как указывалось выше, скорость быстро изменяется вдоль оса 
OY от нулевого значения у стенки до величины скорости свободного 
потока на расстоянии порядка толщины пограничного слоя б; п р и 

этом изменение скорости вдоль плоской пластины происходит очень 
медленно (рис. XIV-4). Поэтому все производные по у будут гораздо 
больше, чем производные по х (см. IV-5.2.4 и V-4.3). Таким образом, 
в первом уравнении 

д*и д*и 
V~bW<^V ду* 

и членом vd*u/dx2 можно пренебречь. 
Далее, поперечная компонента скорости v имеет гораздо меньшую 

величину, чем продольная компонента и. Поэтому члены, содержащие 
Но 

и01 

м _ А м _ 

X В 1 В 1 

рис. XIV-4. Схематическое изображение пограничного слоя. 
1 — плоская пластина. 

v во втором уравнении, гораздо меньше соответствующих членов 
в первом уравнении, и ими можно пренебречь. В результате второе 
уравнение приобретает вид 

4 £ 4 о . 
ду 

Это указывает на то, что давление является гидростатическим 
вдоль перпендикуляра к пластине и что величина р* зависит только 
от х, причем эта зависимость определяется характером внешнего 
(свободного) потока. Поскольку величина р* является функцией 
только от х, то мы имеем равенство 

dp* dp* 
дх dx ' 

и уравнение движения приобретает вид 
ди , ди др* . д*и 
дх 1 ду дх ду* 

Это уравнение часто называют уравнением пограничного слоя 
Уравнение пограничного слоя вместе с граничными условиями 

и = v = 0 при у = О, 

u = U0 при у -*• оо 
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0 уравнением неразрывности определяют поле потока вблизи пло-
с К о й пластины. 

В частном случае, когда Uo = const, т. е. в случае стационарного 
однородного потока над плоской пластиной при нулевых углах 
атаки, применение уравнения Бернулли к второй области дает для 
границы пограничного слоя 

^ = 0. 
дх 

XIV-2.1.2. О п р е д е л е н и е б е з р а з м е р н ы х п а р а ­
м е т р о в . Как показано на рис. XIV-4, поток импульса через 
поперечное сечение ОМ (единичной ширины) равен рС/об. Поток 
импульса через сечение А В будет меньше, хотя он остается линейно 
связанным с величиной р£/о2б. Отсюда разность потоков импульса 
также линейно связана с р/Уоб. С другой стороны, полная сила тре­
ния на единицу ширины между сечениями ОМ и АВ линейно связана 
с величиной р (ди/ду) х, а эта последняя линейно связана с р[/ 0 я/б. 
Поскольку разность потоков импульса между сечениями ОМ и АВ 
обусловлена силой трения на участке ОБ, то указанные разность 
потоков импульса и силу трения можно приравнять друг другу. 
Тогда получаем 

§ \x^j-dx^pUl8, 
или 

6 = i / I E = i / ^ E 
У ри0 У и0 

(отметим, что полученное уравнение не будет справедливым в случае 
произвольного распределения давления вдоль пластины). Теперь 
допустим, что профили скорости на любом расстоянии х от переднего 
края подобны, т. е. что профиль скорости и (у) при переменных зна­
чениях х будет оставаться одинаковым при надлежащем выборе мас­
штабных множителей для и (у) и у. Такими масштабными множите­
лями являются скорость свободного потока Uo и толщина погранич­
ного слоя б. Отсюда получаем соотношение подобия 

Полагая 

п°лучаем также 

где 

k-»(i) 

Т7Г = Ф(Ч). 
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XIV-2.1.3. У р а в н е н и е Б л а з и у с а . Рассмотрим тепе 
случай потока над плоской пластиной, когда др*/дх = 0, и введ 
функцию тока 1|> (х, у ) , определяемую соотношениями: 

Тогда уравнение пограничного слоя будет 

~ду дхду ~ Их ~ду* ~ V ду3 " 

Это нелинейное дифференциальное уравнение третьего поряд 
у 

Величина \р равна \ и dy. Подставляя в подынтегральное вы 
б 

жение иоФ(ц) вместо и и п \/vxlUo вместо у, получаем 

Приведенное выше уравнение пограничного слоя можно тепе 
преобразовать в обыкновенное дифференциальное уравнение еле 
ющим образом: 

ди 
~dj 

521)3 

дх 

ди д*Ц 

ду* 

Подставляя эти выражения в уравнение пограничного сл 
получаем уравнение Блазиуса 

2 / " ' + ff = О 
и граничные условия: 

/ = ] ' = 0 при и = 0, / ' = 1 при п = оо. 

Точное решение уравнения Блазиуса в общем виде получить 
нельзя. Однако можно найти решение в виде степенного ряда. Раз­
ложение в степенной ряд в окрестности значения л = 0 представим 
в форме 

}(Ч) = А0 + А1ц+А2^-\-А3^- + . . . , 

г д е j \ n — константы. Все коэффициенты этого ряда, кроме имеюгдв* 
нулевые значения, можно представить в виде функций от . 4 2 . а ве 
личину А 2 можно найти из граничного условия: и - Uo ПР 
у _>. оо, т. е. / ' (т)) = 1, когда п ->оо. Зная величину А 2 , можно в» 

числить / (т)). На рис. XIV-5 показаны функции / , / ' и /" . Они дают 
решение Блазиуса для уравнений ламинарного пограничного слоя. 

XIV-2.1.4. Р е ш е н и е у р а в н е н и я Б л а з и у с а . В при­
веденном выше выражении для / (т)) с помощью граничных условий 
f = / ' = 0 при т) = 0 находим, что А о = А х = 0. Учитывая это 
и подставляя оставшуюся часть ряда в уравнение Блазиуса, полу­
чаем 

2А3 + 2Ал + (А\ + 2А5) * + (Ы2А3 + 2Ав) £ + .. . = 0. 

Левая часть должна быть равна нулю при любых значениях п, 
что может быть только, если все коэффициенты при каждом члене' 
равны нулю. Следовательно, имеем: 

А3 = Л 4 - Ав = А1 = А9 = . . . = 0; 

А> = - Щ ; А3 = --Ц-А2А6--^А\; . . . 

XIV-2.1.5. Т о л щ и н а п о г р а н и ч н о г о с л о я . Тол­
щина пограничного слоя для стационарного однородного потока 
над плоской пластиной, определенная в XIV-1.2.1 как расстояние 
от стенки, на котором и = 0,99 U0, может быть определена из 
рис. XIV-5, если положить rj ^ 5,0, т. е. 

Л 6 

Отсюда 
5,0 

XIV-2.1.6. К а с а т е л ь н о е н а п р я ж е н и е и к о э ф ­
ф и ц и е н т с о п р о т и в л е н и я . Вычисления, изложенные 
в XIV-2.1.4, или график на рис. XIV-5 позволяют нам найти, что 
/" (0) = 0,332. Следовательно, касательное напряжение на стенке 
будет то (ж) = ц (dufdy)y=0 = [iUo VXUhx]" (0) = (6 ,332/ 
где Rx = TJox/v — число Рейнольдса, определяемое через расстоя­
ние х от переднего края пластины. 

Сопротивление трения на одной стороне пластины, имеющей 
Длину / и единичную ширину, равно 

коэффициент сопротивления С, определяется выражением 

пластины I ^ 0 ^ " ч и с л о Рейнольдса, определенное через длину 

г _ D 1,328 

' 4 р ш » ~ V W i 
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XIV-2.2. Интегральное уравнение импульсов для пограничног 
слоя. XIV-2.2.1. М е т о д р е ш е н и я . XIV-2.2.1.1. Как было по­
казано выше с помощью простейшего примера (для случая ламинар-J 
ного пограничного слоя на полубесконечной плоской пластине пщ 
нулевом угле атаки), вычисления очень громоздки и требуют много 
времени. Желательно найти приближенный метод оценки необхо 
димых для практического использования величин. В частности 

случай, когда Ор*/дх Ф 0, например 
случай потока около клина, можно 
исследовать с помощью интегрально^ 
уравнения импульса. Такой метод, ос 
нованный на законе сохранения ик 
пульса, был разработан Карманоа 
Выведем так называемое интегрально 
соотношение импульсов Кармана. 

r,r',r" 

ом 

0,6 

OA 

0J 

г 

ЧУГ" 
Ь(х) 

и ° .1 Uo I 

— г 
1 ч ч 
1 »-У 1 "Ч 

ч / 

ч 
ч 

/ 
"/ 

dx 
xt-f!ix 

Рис. XIV-5. Решение 
ния Блазиуса. 

уравне- Рис. XIV-6. Применение метода импуль 
к объему ABCD. 

1 — граница пограничного слоя. 

Рассмотрим двухмерный стационарный поток и элемент объема 
ABCD (рис. XIV-6). Применим к названному элементу жидкости 
теорему импульсов, т. е. приравняем изменение потоков импульса 
между границами AD, ВС и CD приложенным силам. Приложенные 
силы состоят из силы давления действующей на границах, и напря­
жения трения на стенке. Рассмотрим каждую из них отдельно. Полу­
ченное равенство будет представлять собой интегральное уравнение 
импульсов. Разумеется, в случае нестационарного потока требуется 
учитывать также добавочный член, обусловленный нестационар­
ностью (см. XIII-2.6). 

XIV-2.2.1.2. Расход через AD равен 

\udy \хш 

о 
а расход через СБ равен 

Б Б 

\udy\ = [ udy + 
d 

dx \udy dx. 

2 24 

Их разность 
d 

dx J udy dx 

представляет собой то количество жидкости, которое должно пере­
носиться через верхнюю поверхность, чтобы выполнялось условие 
неразрывности. 

XIV-2.2.1.3. Аналогично, поток цмпульса в направлении оси ОХ, 
проходящий через AD, равен 

В 

p\u2dy\ , 

а" поток импульса через ВС равен 
И О 

Ж=Ж, dx \ u2dy dx. 

Их разность равна 

d 
dx \ u2dy dx. 

С другой стороны, поскольку скорость на верхней границе по­
граничного слоя равна Uo, то поток ж-импульса через верхнюю гра­
ницу равен массе pU0, умноженной на расход через верхнюю гра­
ницу, определенный выше. Таким образом, приток ж-импульса через 
верхнюю границу DC равен 

тт d 

\udy 

_ о 
dx. 

Мы получаем, следовательно, полное изменение потока z-импульса 
через контур ABCD в виде 

pU0 dx 

- Б 

j udy 
J d 

d x - P 4 x -

- 6 

j" u2 dy -0 -0 
dx. 

на ™ Рассмотрим теперь силу давления, действующую 
на p a i I H ^ b I °бъема ABCD в направлении оси ОХ. Сила давления 

раницу AD будет р8, а сила, действующая на границу СВ, равна 

ПОСК 

: - г - dx^ . dx 

пльку изменение толщины пограничного слоя вдоль оси ОХ 
dx) л1 Т ° в . е л и ' Ш Н О и dbldx можно пренебречь. Однако величина 

I ах не будет теперь считаться малой. 
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Сила давления, действующая в направлении ОХ на границу DC, 
также пренебрежимо мала по той же причине (так как величина 
dbldx мала). 

Чистая результирующая сила давления, таким образом, будет 
—b(dpldx)dx. Этот член можно выразить также через Uo следу­
ющим образом. Из уравнения Бернулли, примененного к безвихре­
вому потоку за пределами пограничного слоя, следует 

dx 

Отсюда чистая результирующая сила давления равна 

- e £ d x = PU06^dx. 

XIV-2.2.1.5. Теперь, установив все члены, мы можем записать 
интегральное уравнение импульсов для объема ABCD. Тогда полу­
чим равенство между найденным выше потоком я-импульса и резуль­
тирующей силой давления, с одной стороны, и касательным напря­
жением на границе, с другой, т. е. 

dxr pU^-^-dx. xndx = U 0 dx j pw dy 

dx - d 
dx j pw2 dy 

Поделив все на dx и перегруппировав члены, получим 

- в -, б 

J р» (U0-и) dy Ч - ^ 8 - ] Р (£/„ - ») dy. 
.о J o 

Вводя толщину вытеснения б* и толщину потери импульса О, 
мы можем записать интегральное уравнение импульса в виде 

- ^ = i ( t f ' . e ) + 6 * £ / . ^ . I 

Поскольку не делалось никаких допущений в отношении природы 
потока, то это уравнение применимо как к ламинарным, так и к тур­
булентным потокам. Однако в случае турбулентного потока скорость 
надо рассматривать как среднюю величину. 

XIV-2.2.2. П р и м е р ы п р и м е н е н и я и н т е г р а л ь ­
н о г о у р а в н е н и я и м п у л ь с о в . Для того чтобы можно 
было сравнить результаты, возвратимся к задаче о стационарном 
однородном ламинарном потоке над плоской пластиной. I! ном слу­
чае U0 — const. Поэтому интегральное уравнение импульсов буДеТ 

иметь вид 
_ T o _ = _ d 9 _ 
pC/g dx • 
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Прежде всего допустим, что вертикальное распределение скоро­
сти описывается профилем вида 

и (У) = «о + ал/ + а2у\ 

где а0, аи а2 — константы, которые можно определить из граничных 
условий, а именно: 

из условия и = 0 при у = 0 следует, что а0 = 0; 
из условия и = U0 при у = б следует, что at8 + а 2 б 2 = Uo' 
из условия du/dy 2Ё 0 при у = б следует, что а, + 2я 2 6 = 0.' 
Решая эти уравнения, находим 

Таким образом, профиль скорости описывается уравнением 

и мы можем найти толщину потери импульса 8: 

В то же время 

Тр ди 
9 ~ ~ду~ 

_ 2vU0 

\у=о 

пол У ч Р а"м В О Д Я П ° Д С Т а Н 0 В * У в интегральное уравнение импульсов, 

d8 
dx 

15v 
Uo 

Интегрируя и используя граничное условие 6 = 0 при х = 0 , находим 

е г г I / VX 5,5* 

6 = 5,5 I/ ту- = — , 

а нормированное (безразмерное) касательное напряжение равно» т 0 

pui 
р ди 

о р£ • 
2U„ 0,366 

УЖ 

P^-^^^faSJ6^ И - Р ^ Р — н о е касательное 
В X I V - 2 . 1 . 5 и XIV-2.16 значениям, полученным 

^ с « о й " 2 п Л а с ° 3 ^ П 0 Т 0 К н а « бесконечной 
^ иной. A 1 V - 2 . 3 . 1 . У р а в н е н и я д в и ж е н и я . 
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Так как длина пластины бесконечно велика, производные по 
равны нулю, т. е. ди/дх = 0. Из уравнения неразрывности 

ди . ди 
дх ' ду о 

следует, что и dv/ду также равно нулю. Отсюда величина v тождс 
ственно равна нулю, так как она равна нулю на границе. Далее 
давление р* всюду постоянно, так как жидкость бесконечна. В ре 
зультате уравнение Навье — Стокса приобретает вид 

ди 
~дГ 

= V 
д*и 
ду* 

Интеграл равен /я/2, откуда С, = -т/гТя U0. Поде 
значения сг и 6 2 , находим распределение скорости: тавляя 

1 - / 2 / 1 | е-ч2 dr] 

или 

Очевидно, что это уравнение — линейное, и, следовательно, можн 
найти точные решения. Если жидкость движется со скоростью U0 (t 
а пластина закреплена, то граничные условия будут: 

и = 0 при у = 0; и = U0 (t) при у - > ОО. 

Если жидкость на бесконечности неподвижна, а пластина дви| 
жется со скоростью U0 (t), то граничные условия будут: 

u = U0(t) при j / = 0; ц = 0 при у ОО. 

XIV-2.3.2. И м п у л ь с и в н о е д в и ж е н и е б е с к о 
н~е ч н о й п л о с к о й п л а с т и н ы . Рассмотрим в качеств! 
примера импульсивное движение бесконечной плоской пластины 
В этом случае и = 0 при всех у, когда t SG 0, и и = ГУ0, при г/ 
и к = 0 при г/ -> ©О, когда 2 > 0. 

Дифференциальное уравнение в частных производных можн 
преобразовать в обыкновенное дифференциальное уравнение, введ 
безразмерную переменную 

и = Ua erfc —Д=г- . 

Распределение скорости показано на рис. XIV-7. Ясно, что про­
фили скорости^различные моменты подобны; они приводятся к одной 

кривой благодаря использованию без­
размерных переменных u/U0 

= y/V^i. 

V2vt 
Произведя необходимое дифференцирование и подстановку, по| 

лучим 
d*u , du _ Л — = 0. 
dtp 1 

Интегрирование по rj дает 
dr\ 

(h',t) = C1 j 

Л 1 
2 dr\ + C 2 , 

где С2 можно определить из граничных условий: и = U0 при и = 
Отсюда С2 = С/0. Константа С г находится из начального услови 
и = 0 при t = 0 (г| = y/|/2v£ = ОО) . Произведя подстановку в пр 
веденное выше уравнение, получаем 

ОО П , 

Сх) е 2 dr) + Г / 0 = - 0 
О 

и Т] 

0,5 

iu2%) 

Рис. XlV-7. Распределение 
скорости вблизи бесконечной 
пластины при внезапно начи­
нающемся (импульсивном) те­

чении. 

Рис. XIV-8. Распределение скорости вблизи 
колеблющейся бесконечной плоской пластины. 

XIV-2.4. Пограничные слои при 
колебательном движении плоской пла­
стины. Если бесконечная плоская пла­

стина совершает колебательные движения параллельно самой себе, 
то уравнение движения будет тем же, что и при импульсивном дви­
жении бесконечной плоской пластины, т. е. 

ди 
~дТ 

д*и 
~дуТ 

в то время как граничные условия, допустим, могут быть; 

и(0, t) = U0coskt, и(оо, 0=0, 

если колебания гармонические. Решение в этом случае имеет вид 

и(у, 0 = £ / О Р Х Р ( - | / " - ^ Г 2/)cos fkt— Уyj. 
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Профиль скорости // (у, t) имеет форму затухающего с вьгсотой 
гармонического колебания с амплитудой UQ ехр (— \fkl2v у). Ампли­
туда экспоненциально убывает с удалением от пластины. Профиль 
скорости для некоторых моментов времени показан на рис. XIV-8. 

Аналогичное решение имеет место и в том случае, когда жидкость 
совершает движение со скоростью и = U0 cos kt, а пластина закре­
плена. Это решение имеет особенное значение для изучения движений 

в пограничном слое в слу­
чае периодических гравита­
ционных волн и при иссле­
довании затухания волн под 
действием донного трения. 

XIV-3. Турбулентный 
пограничный слой 

XIV-3.1. Общее описа­
ние. В ламинарном погра­
ничном слое, как мы видели, 
толщина слоя увеличивается 
с удалением от края пла­
стины. По мере увеличения 
толщины пограничного слоя 
поток имеет тенденцию ста­
новиться турбулентным. Кри­
терий перехода от ламинар­
ного состояния к турбулент­
ному обычно связан с числом 
Рейнольдса U0xlv, где U0 — 
скорость свободного потока, 
х — расстояние от края пла­
стины и v — коэффициент 
кинематической вязкости. 

Положение точки х или 
величина числа Рейнольдса, 

соответствующие переходу в турбулентное состояние, зависят в изве­
стной степени от уровня турбулентности свободного потока. Порядок 
величины числа Рейнольдса составляет при этом 10 б—10 6. В турбу­
лентном пограничном слое касательное напряжение, действующее 
на границу, гораздо больше, чем в ламинарном, поэтому определе­
ние точки указанного перехода представляет не только теоретиче­
ский, но и большой практический интерес. 

После перехода основная часть потока в пограничном слое ста­
новится турбулентной. Однако в непосредственной близости от стенки 
турбулентные флуктуации подавляются наличием твердой границы. 
Поле потока можно разделить тогда на три области: ламинарный 
подслой, турбулентный пограничный слой и свободный поток 
(рис. XIV-9). Если граница шероховатая, то ламинарный подслой 
может разрушаться элементами шероховатости. Подробнее мы рас­
смотрим этот вопрос в XIV-4.3. 

Рис. XlV-9. Распределение скорости в 
турбулентном потоке вблизи стенки, 

а - гладкая стенка; б — шероховатая стенка 
*=7lJT<t. М Т 1 Т С В В В а Т п о ^ 
2 — турбулентный пограничный слои; 3 — пе­

реходная зона; * — ламинарный подслой. 
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а) Ламинарный подслой: распределение скорости определяется 
силой вязкости 

du 

Так как слой очень тонок, то в его пределах разумно считать вели­
чину т постоянной и равной касательному напряжению на стенке то. 
После интегрирования получаем 

и, вводя обозначение 
и = то у_ 

Р V 

находим 
Т > -
_ "*</ 

-» • 
Величина и + называется динамической скоростью. 
Название «ламинарный подслой» не означает, что поток в нем 

является полностью ламинарным. Интенсивные вихри, порождаемые 
Рис. XIV-10. Схематическое 
изображение ламинарного 
и турбулентного погранич­

ных слоев. 
1 — ламинарный слой; 2 — пе­
реходная зона; з — турбулент­
ный слой; 4 — ламинарный под­

слой. 

турбулентным потоком, часто прорываются сквозь этот тонкий слой 
и образуют «пятна» турбулентности в подслое. Поэтому, чтобы избе­
жать путаницы, иногда употребляют наименование «вязкий подслой». 

б) Турбулентный пограничный слой. В этой области турбулент­
ные флуктуации приводят к значительным турбулентным касатель­
ным напряжениям, в то время как влияние вязких касательных на­
пряжений очень мало. Поэтому распределение скорости определяется 
влиянием турбулентных напряжений сдвига, что приводит к лога­
рифмическому распределению, рассмотренному в VIII-3.5. 

в) Свободный поток. Влияние пограничных касательных напря­
жений в этой области мало. Поэтому поле потока можно определить, 
рассматривая жидкость как идеальную. 

Резких границ между названными тремя областями не существует, 
и поэтому определение каждой из областей носит в известной сте­
пени качественный характер. Схематическое изображение этих обла­
стей и соответствующие профили скорости приведены на рис. XIV-10. 

XIV-3.2. Сопротивление и рост пограничного слоя на плоской 
пластине. Из-за сложности движений в турбулентном пограничном 
слое точное решение уравнения движения невозможно. Применяе­
мый в настоящее время математический метод решения состоит 
в определении характеристик турбулентного пограничного слоя 
с помощью интегрального уравнения импульсов, описанного в 
XIV-2.2. 
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Применение интегрального уравнения импульсов к турбулент­
ному пограничному слою имеет целью оценить пространственные 
изменения толщины слоя и граничных касательных напряжений. 
Применение метода требует задания профиля скорости в одном 
месте, а также подобия этих профилей в других местах вдоль гра­
ницы. Задать профиль скорости в турбулентном пограничном слое 
с достаточной точностью довольно трудно из-за сложной картины 
потока. Поэтому приходится пользоваться некоторыми эксперимен­
тальными данными, чтобы надежнее предсказывать пространствен­
ные изменения толщины пограничного слоя и сопротивления. На 
основе экспериментальных результатов профиль скорости можно 
представить в виде 

где и, = У%Jp — динамическая скорость. 
Поскольку при у = б скорость равна U0, то 

«* \ v / 
или 

т 0 = 0 , 0 2 2 5 Р [ / ? ( 1 ^ ) , / ' 
Из первых двух уравнений сразу получаем 

и (у \ ' Л 
U0 \ б ) • 

Используя определение толщины потери импульса, можем полу­
чить 

И (< - т̂ ) %Г [4i)v'Hi)=^-
о о 

Подставляя выражения для 6 и т 0 в интегральное уравнение 
импульсов имеем 0.0225.(-^)"--1-§ 

Это дифференциальное уравнение для б. Интегрируя его от на­
чального значения б = б 0 в точке х == х 0 , где пограничный слой 
начинает становиться турбулентным, до данной точки х (расстояние 
х измеряется от переднего края пластины), получим 

6« / . _ 6»Л = 0 , 2 9 - ^ - ( * - * „ ) . 
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Если предположить, что пограничный слой становится турбулент­
ным на самом краю пластины, что соответствует начальному зна­
чению 6 = 0 при х = 0, то из последнего уравнения следует 

6=0,37(-^-Р**Ч 
Это уравнение показывает, что толщина пограничного слоя уве-

личивается пропорционально величине i ' , в то время как в лами­
нарном пограничном слое его толщина увеличивалась пропорцио­
нально х , г . 

Сг 
1 0 \ | 1 Г - П 1 1 Г -Т-1 

Рис. XIV-11. Сопротивление на 
гладкой плоской пластине. 

1 — турбулентный слой; 2 — переход­
ная зона; з — ламинарный слой. 

Сила сопротивления на единицу ширины и па участке длиной 
будет равна 

I ' 

\R = jx 0dx = pVlQ (I) = JLPU%8 = 0,036pf/2

0 ( * 2 - V u V ., 

и коэффициент сопротивления Cf будет 

С, 
- p u i 

•= 0,072 Upl у1/* 

В диапазоне значений числа Рейнольдса 5 • 10 5 < Be < 10 7 

полученное уравнение дает очень хорошее согласие с эксперимен­
тальными результатами. 

На рис. XIV-11 показана величина коэффициента сопротивле­
ния для турбулентного и ламинарного пограничных слоев. 

XIV-4. Поток в трубах 

XIV-4.1. Стационарный ламинарный поток в трубах. Ламинар­
ный поток в трубах на практике едва ли существует. Здесь, однако, 
дается довольно обстоятельное рассмотрение такого движения, так 
как оно поддается простому и эффективному анализу, а это позво­
ляет лучше понять особенности турбулентного потока, характери­
стики которого так сложны, что их полное теоретическое рассмот­
рение пока еще невозможно. 
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Характеристики потока можно определить непосредственно, 
применяя уравнение Навье—Стокса. Однако значительно проще 
найти уравнение движения прямо из соотношения между касатель­
ным напряжением и перепадом давления. Как видно из рис. XIV-12, 
мы без труда МОЖЕМ получить следующее уравнение из рассмотре­

ния баланса сил, действу­
ющих на цилиндрический 
элемент: 

Лрлг 2 = 2ягт/. 
( 
к .. . _ . !— У 
А р 0 При этом подразумевает-

Рис. X1V-12. Равновесие сил, действую- r г £ 
щих на элемент жидкости. ся, что величина р* посто­

янна в пределах поперечного 
сечения — этот результат можно было получить из уравнения 
Навье — Стокса. Для ламинарного потока касательное напряжение 
будет просто 

du 
%=V-dr-' 

Подставляя значение т в приведенное выше уравнение, находим 

du 2l\i 
г dr. 

Интегрируя, получаем профиль скорости 
Ар Г2 

21р. 2 
•+С. 

Константу с можно определить из граничного условия: и - О 
при г = г 0. Тогда профиль скорости будет 

т е профиль скорости в трубе имеет форму симметричного парабо­
лоида. Интегрируя, можно найти среднюю скорость 

Го 

- = — \ U • '< 
ml J 

2nr dr==— 
Перегруппировывая члены, получим 

Ар _ , р.1 У 2 

pg 0 1 VpD* 2g ' 

где D = 2г„. Сопоставляя последнее уравнение с уравнением Дар­
си — Вейсбаха, полученным с помощью анализа размерностей, 
а именно 

Pg D 2g 
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где АН — потери напора, а / — коэффициент трения, сразу нахо­
дим, что для случая ламинарного потока в трубе кругового сечения 
коэффициент трения / равен 

, 64р 64 
' VDp ~~ Re * 

XIV-4.2. Распределение скорости и закон сопротивления в тур­
булентном потоке в гладких трубах. XIV-4.2.1. Р а с п р е д е ­
л е н и е с к о р о с т и . Когда поток в трубе становится турбу­
лентным, аналитическое определение профиля скорости невозможно. 
Как и в случае турбулентного пограничного слоя, профиль скорости 
приходится определять на основе логических предположений и экс­
периментальной проверки. Одним из наиболее известных допущений 
относительно профиля скорости у стенки является так называемый 
пристеночный закон, основанный на предположении, что скорость и 
на расстоянии у от стенки зависит от тангенциального напряжения т 0 , 
от вязкости р и от плотности р. Таким образом, можно записать 

F(T0, и, у, р, р) = 0 

[при этом имеется в виду, что величина и означает осредненную 
во времени скорость и, собственно говоря, здесь следовало бы писать и 
(см. VII-1.5). В дальнейшем, однако, мы будем ради простоты пи­
сать и вместо и]. С помощью анализа размерностей получаем следу­
ющее безразмерное соотношение: 

" = f l y Уто/Р 
УЧ!Р V V 

аналогичное полученному в случае потока над плоской пластиной 
(см. XIV-3.2). 

Функциональное соотношение в ламинарном подслое, получен­
ное в XIV-3.1, имеет вид 

и uty 

где и^ = ] /т 0 /р , в то время как за пределами ламинарного под­
слоя и переходного слоя преобладают турбулентные напряжения, 
и профиль скорости следует логарифмическому закону, найденному 
в VIII-3.5: 

— — = 4 - in у+с%-
ut k " ' 1 

Распределение скорости в безразмерной форме описывается вы­
ражением 

где 
их k V Z 

C2 = - ± i n ^ + Cv 
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Величину С2 и диапазон применимости этих двух уравнений, 
описывающих распределение скорости в ламинарном подслое и тур­
булентном потоке, приходится определять экспериментально. 

Было выполнено большое 
количество экспериментальных 
работ по измерению распреде­
ления скорости в круглых тру­
бах. Типичные профили скоро­
сти показаны на рис. XIV-13 а. 
Те же результаты выражены 
на рис. XIV-14 через безраз­
мерные переменные ulu^ и u^ylv. 
Рисунок показывает, что при 
малых значениях u^y/v, т. е. 
при (u^y/v) < 5, распределение 
скорости следует линейному 
соотношению 

и 
и* 

Рис. X1V-13. Типичное распределение 
скоростей в трубах. 

а — гладкие стенки: 1 — ламинарный поток, 
2 — малые значения числа Рейнольдса, з — 
большие значения числа Рейнольдса; б — 
шероховатые стенки: 1 — ламинарный по­
ток , 2 — значительная шероховатость; з — 

незначительная шероховатость. 

При (u # ! / /v )>30 эксперимен­
тальная кривая следует лога­
рифмическому закону, который 
приближенно можно описать 
уравнением 

— — 5,75 и . U 4-5,5. 

Однако в диапазоне значе­
ний величины u^y/v между 5 и 30, 

где влияние вязкости и турбулентности приблизительно одинаково, 
профиль скорости не соответствует ни одному из указанных двух 

и/и. 

Рис. X1V-14. Универсаль­
ный закон распределения 
скорости для гладких труб. 
1 — ламинарный поток; 2 — 
переходная зона; 3 — турбулент­

ный поток. у 

^ 1 

'2 

ю1 10' 10' 10 и.у/ч 

законов. С помощью математических методов не удается получить 
правильного описания действительности. Эту зону обычно называют 
буферной, или переходной зоной. 
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XIV-4.2.2. З а к о н с о п р о т и в л е н и я д л я г л а д к и х 
т р у б . Обычно толщина ламинарного подслоя и переходного слоя 
очень мала по сравнению с размерами трубы. Следовательно, при 
расчете средней скорости вполне можно использовать логарифми­
ческий закон распределения скорости без существенных погрешно­
стей. Тогда среднюю скорость можно получить подстановкой вы­
ражения 

• ^ = 5,75 lg •5,5 

Го 
в уравнение 

? _ . £ j 2 « * . - ^ J r ( V 5 I , A t o 
о О 

После интегрирования получаем 

; 5 , 7 5 ] g - ^ - + l ,75. 

> о - г) f 5,5) dr. 

и 

С другой стороны, как мы видели, уравнение Дарси — Вейс-
баха дает величину потерь напора АН как функцию коэффициента 
трения / и средней скорости U в виде 

где I и D — длина и диаметр трубы. Таким образом, величина pgAH X 
X nD2/4 есть разность сил давления, действующих на поперечные се­
чения, разделенные расстоянием I. Эта разностная сила уравновеши­
вается силой касательного трения x0nDl. Приравниваем эти две силы 
и получаем 

е р 
i 

~7Т 

Подставляя сюда величину и* = l A 0 / p и исключая из приведен­
ного выше уравнения совместно с уравнением Дарси — Вейсбаха 
величину АН, получим 

U 
] [ ~ = 5,75 l g - ^ + 1,75. 

Так как 

Г f UD 
v 2 Р v 

то полученное выше уравнение можно записать в виде 

- ^ - 2 , 0 4 ^ 1 / 7 - 0 , 9 1 , 

где R = UD/v. Слегка изменяя константы в этом уравнении (2,04 
на 2,00 и 0,91 на 0,80), чтобы согласовать формулу с эксперименталь-
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ными данными, получим универсальный закон трения Прандтля 
для гладких труб: 

: 2 , 0 1 g / ? V 7 - 0 , 8 . 1 
VI 

XIV-4.3. Влияние шероховатости. XIV-4.3.1. Р а с п р е д е л е ­
н и е с к о р о с т и в б л и з и г и д р о д и н а м и ч е с к и ш е ­
р о х о в а т о й с т е н к и . Влияние элементов шероховатости 
на поток зависит от толщины ламинарного подслоя. Если ламинар­
ный подслой настолько толст, что покрывает все элементы шерохо­
ватости, то влияние последних не сказывается. Поверхность границы 

в этом случае можно рассматри-
з вать как гидродинамически 

гладкую. Если размеры эле­
ментов шероховатости намного 
превышают толщину ламинар­
ного подслоя, то влияние вяз­
кости незначительно и не уча­
ствует в явном виде в форми­
ровании потока. В этом случае 
поверхность рассматривается 
как полностью шероховатая. 
При этом касательные напря­
жения зависят только от ше­
роховатости, плотности р и ско­
рости и на некотором расстоя­
нии у от стенки. Па рис. 

типичные профили в шерохо-
и в случае гладких труб, можно 

/ / 
Г . 1 . 

1 2 1 3 

0,2 0,8 1S 2.0 2.6 Ц u.ks/1 

Рис. XIV-15. Функция шероховатости 
В в зависимости от числа Рейнольдса 

шероховатости ksujv. 
1 — гладкая граница; 2 — переходная зона; 

3 — полностью шероховатая граница. 

XIV-13 б показаны некоторые 
ватых трубах. Тем же путем, что 
получить безразмерное функциональное соотношение для однород­
ных и близко расположенных друг к другу песочных элементов 
шероховатости в полностью шероховатом режиме: 

где ks — размер зерен песка. (Если зерна песка пе расположены 
вплотную друг к другу или не являются однородными, то необхо­
димо еще учитывать их концентрацию и распределение, а также 
форму отдельных элементов.) В том случае, когда стенка не является 
полностью шероховатой, требуется ввести дополнительный без­
размерный параметр /c s« #/v. Тогда общее безразмерное соотношение 
будет иметь вид 

1 \ As ' v ) 

Явный вид этого соотношения требуется найти экспериментально. 
Приближенно его можно выразить уравнением 

- ^ = 5 , 7 5 1 g ^ + 5 , 
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где В зависит от числа Рейнольдса шероховатости ksujv. Величина 
5 , полученная из экспериментов, показана на рис. XIV-15. Из ри­
сунка видно, что существует три режима для величины В: 

а) гидравлически гладкий режим, рассмотренный выше в XIV-4.2, 
где 

V 

При этом режиме размеры элементов шероховатости настолько 
малы, что ламинарный подслой покрывает их полностью; 

б) переходный режим: 
г 

ЮООг ;70. 

При этом некоторые 
элементы шероховатости 
выступают за пределы ла­
минарного подслоя и со­
здают дополнительное со­
противление за счет со­
противления формы этих 
выступающих элементов; 

в) полностью шерохо­
ватый режим, при кото­
ром 

V 
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- > 7 0 . 
Рис. XIV-16. Характеристика сопротивления 
для труб с песочной шероховатостью 

по Никурадзе. 
В этом случае все эле­

менты шероховатости выступают за пределы ламинарного подслоя, 
и можно сказать, что ламинарный подслой полностью разрушен 
этими элементами. Действие турбулентности охватывает все про­
странство до шероховатой стенки. Дальнейшее увеличение гра­
диента скорости и числа Рейнольдса не вносит изменений в кар­
тину потока. Поэтому величина В остается независимой от числа 
Рейнольдса шероховатости. 

XIV-4.3.2. Ф о р м у л а с о п р о т и в л е н и я д л я ш е ­
р о х о в а т о й с т е н к и . Коэффициент сопротивления при пол­
ностью шероховатом режиме можно оценить тем же способом, что 
и в случае гладкой трубы. Окончательный вид закона сопротивле­
ния будет 

^ = 2,0 l g - М - 1 , 7 4 

Экспериментальные исследования были впервые выполнены Ни­
курадзе. Он использовал трубы с расположенными вплотную друг 
к другу элементами шероховатости в виде зерен песка и получил 
закон сопротивления, показанный на рис. XIV-16. В случае, когдт 
распределение скоростей и закон сопротивления относятся к шерохо­
ватости того типа, которую использовал Никурадзе, величина к, 
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означает фактические размеры песчаных зерен. Однако, если ис­
пользуются различные типы песка или частицы песка отделены 
друг от друга, то сопротивление, оказываемое потоку, будет другим. 
Таким образом, знание размеров зерен песка само по себе недоста­
точно для описания распределения скорости и сопротивления. 

XIV-5. Сопротивление погруженного тела 

XIV-5.1. Сопротивление тела, погруженного в стационарный 
поток. XIV-5.1.1. С л у ч а й и д е а л ь н о й ж и д к о с т и . 
П а р а д о к с Д а л а м б е р а . Мы видели выше (см. XI-4.3.1.2), 
что полная сила, действующая на цилиндр со стороны обтекающего 
его течения, равна нулю. В случае идеальной жидкости этот 

результат является общим, т. е. полная сила, действующая на тело со 
стороны потока идеальной жидкости без циркуляции скорости, всегда 
равна нулю. В этом состоит парадокс Даламбера. 

Если существует циркуляция скорости (см. XI-4.2 и особенно 
XI-4.2.6), то на тело действует сила, перпендикулярная к скорости 
потока. Можно показать, что эта сила пропорциональна скорости 
потока V и величине циркуляции. Именно эта сила вызывает подъем 
самолета. 

Теперь мы будем рассматривать реальную жидкость, при которой 
вдоль поверхности тела развивается пограничный слой, создающий 
сопротивление. Это сопротивление обусловлено касательными на­
пряжениями, действующими на тело, и влиянием образующихся вих­
рей. Все это приводит нас к рассмотрению вопроса об отрыве по­
граничного слоя. 

XIV-5.1.2. О т р ы в п о г р а н и ч н о г о с л о я . Поле по­
тока вблизи плоской пластины при параллельных линиях тока и 
нулевых углах атаки является весьма простым, так как давление 
во всей области остается постоянным. В случае потока вокруг ту­
пого тела, такого как цилиндр, давление, оказываемое на тело со 
стороны внешнего потока, не остается постоянным вдоль поверхно­
сти тела. Как показано на рис. XIV-17, на участке от л до В ча­
стицы жидкости ускоряются, а на участке от В до С — замедляются. 
Поэтому давление уменьшается на участке от А до В и затем увели­
чивается на участке от В до С — это следует из уравнения Бернулли. 
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Поскольку жидкость обладает вязкостью, определенное количество 
кинетической энергии теряется за счет трения внутри тонкого по­
граничного слоя по мере того, как частицы жидкости движутся 
вдоль границы. Остающейся энергии может не хватить на преодо­
ление встречного градиента давления, образующегося из-за увели­
чения давления от В к С. В результате частицы жидкости под дей­
ствием внешнего давления могут начать двигаться в обратном на­
правлении и привести тем самым к отрыву потока от тела в точке 5 . 
Ноле потока за точкой отрыва весьма нерегулярно и характеризуется 
наличием крупных турбулентных вихрей. Эту зону обычно назы­
вают турбулентным следом, хотя след может быть и ламинарным 
при малых числах Рейнольдса (меньших 40 в случае цилиндра). 

Из-за наличия следа поле потока кардинальным образом изменя­
ется по сравнению с полем безвихревого потока. Основной поток, 
отрывающийся от границы, не соединяется непосредственно сразу 
за телом. Давление в пределах следа остается близким к давлению 
в точке отрыва, которое всегда меньше, чем давление в передней 
застойной точке. Следовательно, возникает значительная результи­
рующая сила, действующая на тело за счет разности давлений. 
Эта сила называется сопротивлением формы (сопротивлением да­
вления). 

XIV-5.1.3. К о э ф ф и ц и е н т с о п р о т и в л е н и я ш а р а . 
В принципе полное сопротивление, испытываемое шаром, движу­
щимся с постоянной скоростью в бесконечном поле жидкости, пред­
ставляет собой сумму сопротивления трения и сопротивления формы 
(сопротивления давления). Если скорость достаточно мала (R < 1), 
то инерционными членами в уравнениях Навье — Стокса можно 
пренебречь. Сопротивление можно получить аналитически и оно 
пыражается с помощью закона Стокса: 

F = 3npvVD, 

где V — скорость тела относительно воды, a D — диаметр шара. 
Коэффициент сопротивления CD, определяемый из уравнения 

F = CaApV2/2, 

равен тогда 24/R, где А — площадь поперечного сечения шара, 
а й = VDIv — число Рейнольдса. 

Если число Рейнольдса R увеличивается, то поток отрывается 
от поверхности шара, начиная с тыловой застойной точки, где встреч­
ный градиент давления имеет наибольшую величину. Когда поток 
отрывается от границы, сопротивление формы, являющееся функ­
цией от площади зоны отрыва и от квадрата скорости, становится зна­
чительным. Коэффициент сопротивления CD будет отклоняться от 
линии, определяемой уравнением Сп = 24//?, и кривая, описывающая 
зависимость CD от R, начнет становиться все более пологой. Зави­
симость CD от R показана на рис. XIV-18. 

Когда число Рейнольдса достигает величины 2 • 10 3 , коэффициент 
сопротивления становится почти постоянным. Однако при значе-
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ниях R от 2 • 10 5 до 3 • 10 5 коэффициент сопротивления резко 
падает. Причина этого заключается в переходе пограничного слоя 

Со 
Шг 
100 

10 

0,06 
10 10 

Рис. XIV-18. Коэффициент сопротивления для шара. 
1 — результат теории Стокса. 

от ламинарного состояния к турбулентному, при котором погранич­
ный слой охватывается интенсивным перемешиванием. В результате 

находящиеся вблизи границы 
частицы жидкости приобре­
тают дополнительную кине­
тическую энергию, которая 
помогает им противостоять 
встречному градиенту давле­
ния и несколько сдвигает 
точку отрыва по ходу потока, 
как показано на рис. XIV-19. 
Это приводит к резкому 
падению величины коэффи­
циента сопротивления вблизи 
значения R = 3 • 10 5 (см.; 
рис. XIV-18). Поскольку про­
исходящий переход зависит 
от шероховатости поверхно­
сти шара, а также — слегка —а 
от уровня турбулентности 
в свободном потоке, то коэф­
фициент сопротивления вбли­
зи этой критической зоны не 
является однозначной функ­
цией от числа Рейнольдса. 

XIV-5.1.4. С о п р о т и в ­
л е н и е ц и л и н д р а и вBjj 

Как показано на рис. XIV-20,| 

Рис. X1V-19. Изменение положения точки 
отрыва и распределения давления в ре­
зультате перехода турбулентного слоя от 
ламинарного состояния к турбулентному. 

х р е в а я д о р о ж к а К а р м а н а . 
соотношение между коэффициентом сопротивления и числом Реи 
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нольдса для кругового цилиндра с осью, нормальной к направлению 
движения, в общем подобно тому, которое имеет место для шара. 
Однако в потоке вокруг цилиндра наблюдаются и некоторые специ­
фические явления, обычно не встречающиеся в потоке вокруг шара. 
В диапазоне значений числа Рейнольдса от 40 до 5000 можно на­
блюдать правильную последовательность вихрей, вращающихся 

105#=1/0А 
Рис. XIV-20. Коэффициент сопротивления для круго­

вого цилиндра. 

попеременно вправо и влево и перемещающихся вниз по течению, 
как показано на рис. XIV-21. Это явление известно под названием 
вихревой дорожки Кармана. Вихревая дорожка перемещается со 
скоростью Vt, которая несколько меньше скорости свободного по­
тока U0. Карман нашел, что вихревая дорожка в общем неустойчива, 

С \ - I — 

Рис. XIV-21. Вихревая дорожка Кармана. 

за исключением случая с таким расположением вихрей, при котором 
h/l = 0,281 (см. рис. XIV-21), и что сопротивление, испытываемое 
цилиндром, зависит от ширины вихревой дорожки h и отношения 
скоростей VeIU0: 

F = PUlh [ 2 , 8 3 - ^ - 1 , 1 2 ( _ £ _ ) ' ] . 

Поскольку вихрь, развивающийся за цилиндром, несимметри­
чен, то вокруг цилиндра возникает переменная во времени циркуля­
ция скорости. Цилиндр будет испытывать постоянно сменяющее 
свое направление усилие, стремящееся сдвинуть его вбок. Таким 
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образом, цилиндр начнет колебаться из стороны в сторону, особенно 
если его собственная частота колебаний оказывается в резонанс 
с частотой срыва вихрей. 

Частота срыва вихрей К в вихревой дорожке Кармана позад 
кругового цилиндра может быть измерена экспериментально. Таки 
измерения показывают, что безразмерная частота, известная по 
названием числа Струхала 

KD 
S 

s 
0,22 

0,20 

0,1В 

0,16 

0,14 

0,12 

Рис. XlV-22. Соотношение между 
числами Струхала (S) и Рей­

нольдса (Re). 

однозначно зависит от числа Рейнольдса. На рис. XIV-22 показан 
экспериментальная кривая, которая может служить для определени 
частоты срыва вихрей, что представляет собой информацию, весьм 

полезную для практических целей 
XIV-5.2. Сопротивление при н 

стационарном движении. Поняти 
присоединенной массы. XIV-5.2.1 
Понятие присоединенной, или ви 
туальной, массы имеет особенно 
значение в исследовании сил, дей 
ствующих на тело, ускоряющее ил 
замедляющее свое движение в спо 
койной воде, или на неподвижно 
тело в нестационарном течении. 

Напомним, что при стационар 
ных условиях полная сила, дей 
ствующая на неподвижное тел 
в потоке без циркуляции, равна 

нулю, если жидкость идеальная. Это парадокс Даламбера. В случае 
реальной жидкости мы видели, что сила представляет собой сложную 
функцию от числа Рейнольдса. 

При нестационарных условиях как в идеальной, так и в реальной; 
жидкости приходится вводить в рассмотрение дополнительную силу 
Величину этой силы мы теперь и рассмотрим. 

XIV-5.2.2. Если тело с массой М движется в спокойной воде 
со скоростью U, то оно обладает кинетической энергией MU2/2^ 
Это тело неизбежно вызывает движение жидкости вокруг себя;' 
по мере удаления от тела движение стремится к нулю. Точный закон 
затухания движения с удалением от тела зависит от формы тела 
Однако на достаточном удалении можно считать, что скорость ча 
стицы жидкости V (х, у, z, t) убывает как ilRs в случае трехмерного 
потока и как 1/i?2 в случае двухмерного потока, где R — удаление! 
рассматриваемой частицы жидкости от центра тела. 

Полная кинетическая энергия жидкости, окружающей тело 
таким образом, будет 

ш-
lim 

-i pV2 (х, у, z, t) do, 
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где lim означает граничную поверхность тела, a do — элементар­
ный объем (или площадь в случае двухмерного движения). 

Полная кинетическая энергия всей системы будет 

W = \ U 2 

Величина 
оо 
lim 

lim 
называется присоединенной массой. Это такая масса жидкости, ко­
торая, двигаясь со скоростью U, имела бы ту же кинетическую энер­
гию, что и полная масса жидкости. Величина W представляет со­
бой работу, затрата которой сообщает телу скорость U, или работу, 
которую надо затратить, чтобы остановить тело. Видно, что эта 
величина включает в себя также член M'U2'/2, т. е. работу, необхо­
димую для того, чтобы привести в движение жидкость вокруг тела. 
Если эта работа совершена, тело будет продолжать двигаться в иде­
альной жидкости с постоянной скоростью U. 

ХГУ-5.2.3. Отметим, что, поскольку скорость V уменьшается 
как R~3 (или R~2 в случае двухмерного движения), то величина 
(ViU)2 изменяется с расстоянием как R~8 (или i?~ 4 ) , в то время как 
интеграл по о изменяется как R3 (или R2). Следовательно, интеграл, 
определяющий величину М', имеет конечное значение. 

Мы видим также, что в общем случае величина М' является 
функцией от абсолютной величины U и, следовательно, от числа 
Рейнольдса UD/v и от других эмпирических параметров, характери­
зующих поток (таких, например, как UTID при периодическом 
движении, где D — характерный размер тела). Следовательно, ве­
личина М' в общем случае будет также функцией от времени. Од­
нако в случае идеальной жидкости величина V (х, у, z, t)/U неза­
висима от U, а зависит только от картины потока. Если отнести V 
к координатной системе, движущейся со скоростью U, то это отно­
шение будет также независимым от времени. Поэтому интеграл 
от этого отношения не зависит ни от величины U, ни от времени. 
Другими словами, величина М' является постоянной, определяемой 
только характеристиками тела и плотностью жидкости. 

XIV-5.2.4. Рассмотрим теперь полную силу, определяющую 
Движение тела. Она равна сумме инерции самого тела и инерции 
окружающей его жидкости, т. е. 

оо 
D\J , С С Г DV 

что можно переписать в виде lim 
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dt 

Заранее не очевидно, что данное определение М' идентично том 
СО 

которое было приведено выше. Действительно, интеграл jjj V 
11 IN 

может расходиться при увеличении расстояния от тела до бесконеч 
ности. Поэтому в случае движущегося тела силу F' = М' dUidt 
следует находить как силу, с которой жидкость действует на тело 
или наоборот, т. е. 

F' = | | р cos 0 ds, 
s 

где р — давление вокруг тела, 9 — угол между перпендикуляром 
к ds и направлением основного движения, a s — площадь поверх­
ности тела. При заданной V (или ср) величину р можно найти с помо­
щью уравнения Бернулли. Поскольку в общем интеграл от Р У 2 / 2 
равен нулю (парадокс Даламбера), то имеет значение только ин­
теграл от pdtp/dt, так что окончательно имеем 

М' •и cos 0 ds 

dU 
dt 

Разумеется, дифференцируя равенство между работой и энергией, 
мы можем получить равенство между силой и импульсом, т. е. из 

dt (И/) = 4[|(М + М')С/2] 
получаем 

dL 
dt 

-U(M + M') dt 

Поскольку dLldt = U, то имеем равенство между силой и иЦ 
пульсом. Отметим, что здесь предполагается, что М' = const i 
dFldt = 0. Фактически, более строгий вывод позволил бы обойтис 
без этого ограничения. 

Для всех практических целей присоединенная масса определ 
ется путем вычисления интеграла 

аг=р£И(-й'*> 
или в случае безвихревого потока 

м' = - dU 
at 

cos 6 ds 
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Затем полученная величина М' используется для определения 
силы М' dUldt. Изложенный простой вывод имеет свои недостатки, 
которые мы не будем обсуждать здесь. 

XIV-5.2.5. В качестве примера рассмотрим случай движущегося 
кругового цилиндра. Потенциал скорости для цилиндра, движуще­
гося в неподвияшой жидкости, дается в виде наложения однород­
ной скорости U на стационарную картину потока вокруг цилиндра 
(см. XI-4.3.1.2): 

ср = _ u(r-\-~\cosQ + Ur cosG. 

Мы видим, что эта операция уничтожает компоненту однород­
ного потока и потенциальная функция представляется в виде потен­
циальной функции дублета: 

ср = — U — cos 9. 

Скорость жидкости в любой точке имеет величину, определяе­
мую выражением 

[̂(Ш'+ш'з-
откуда 

V (г, 9, t)=-^U(t), 

где U (t) — скорость тела. Полная кинетическая энергия жидкости 
на единицу длины цилиндра будет тогда 

2Л СО ОО Г = 1 J f>,±~5glrdrdd*,PnfrU* f А - ^ р я Д * ^ 
о г-д г-л Г 

Мы видим, что присоединенная масса равна М' = pnR2, т. е-
равна массе цилиндра с радиусом R, имеющего ту же плотность, 
что и жидкость. Тогда полная сила, определяющая движение тела, 
будет 

F==iM+M')-^L, 
т. е. 

F==(pb + p)jiR*^L, 
где р ь — плотность тела. 

Можно показать, что величина F' = М' dUldt представляет 
собой полную силу, с которой жидкость действует на тело, т. е. 
сумму всех сил давления: 

^ ' = J pcosQRdQ. 
о 
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Распределение давления вокруг движущегося цилиндра в случае 
нестационарного движения дается выражением 

т. е. 
^ = / ? ^ c o s e + 4 - C / 2 l l - / i s i n 2 0]. 

at 

Рис. XIV-23. Пример 
распределения силы 
давления на тело, 
движущееся в спо­

койной воде. 
а — давление за счет скорости: 1 — отрица­тельное давление, 2 — положительное давление-

б — давление за счет ус корения; в — полное да вление. 

Поскольку интеграл от квадратичного члена равен нулю, то 
полная сила, действующая на цилиндр, равна 

2Я 

F ' = J p / ? 2 ^ - c o s 2 0 d 0 t 

т. е. 
Л7' = рлД 2 . 

XIV-5.2.6. Рассмотрим теперь случай неподвижного тела в не 
стационарном течении. Полная сила, с которой жидкость действуе 
на тело, будет также равна 

F = J J р cos 0 ds, 

а в случае безвихревого движения без циркуляции скорости эт 
выражение будет идентично выражению 

- j Jp-̂ -cos0&. 
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Этот интеграл равен удвоенной величине аналогичного инте­
грала в случае тела, движущегося в неподвижной воде, и, следо­
вательно, 

dU 
F = 2M'- dt 

Интересно отметить, что в первом случае движущегося тела в спо­
койной воде такая же сила имела место при условии, что М = М', 
т. е. при условии, что тело имеет ту же плотность, что и жидкость. 

XIV-5.2.7. Рассмотрим теперь в качестве примера случай непо­
движного кругового цилиндра в нестационарном потоке жидкости. 
Потенциальная функция будет иметь вид 

<р = _ 17(f) £ r + - £ ! / | cosO 

dt = — р • 27? -4^- cos 0. 
Г-Л OF 

Мы видим, что компонента давления, обусловленная локальной 
инерцией, будет в этом случае равна удвоенной величине соответ­
ствующей компоненты в случае движущегося цилиндра. Подставляя 
эту величину в приведенный выше интеграл, получим 

F = 2pnR*™- = 2M'^r. 

XIV-5.2.8. В случае реальной жидкости сила инерции по-преж­
нему существует, но за счет вязкости, отрыва пограничного слоя 
и образования вихрей возникает дополнительная квадратичная 
сила. Часто предлагается следующая эмпирическая формула: 

F = 9CDAU2-VpCM V o l . ^ , 

где А — поперечное сечение тела, перпендикулярное к потоку; 
Vol. — объем тела; CD — коэффициент сопротивления, а См — инер­
ционный коэффициент. 

В случае цилиндра А = 2R. Мы видим, сравнивая это выражение 
с предыдущим, что в случае цилиндра См = 2. В действительности 
обе величины Со и См не являются постоянными, а представляют 
собой сложные неизвестные функции от приведенной частоты D/(vT), 
числа Рейнольдса UD/v, а также от времени. 

УПРАЖНЕНИЯ 

X1V-1. Найдите поперечную компоненту скорости v для ламинарного 
пограничного слоя вдоль пластины. 

О т в е т : поскольку г|) = VvxU0 /(п), П = у Vu0/vx, 
то 

дх 2 У х V с̂ Т) ' ) ' 

XIV-2. Определите коэффициенты А П в законе Блазиуса вплоть до А Ц 
к ак функцию от АГ. Покажите, что только коэффициенты A S N + 2 отличны от 
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нуля и найдите общее выражение для коэффициента Азп+2 через коэффициент 
A j . Дайте выражение для / (тр в виде степенного ряда как функцию от А 2 и опре­
делите величину А2 (известно, что А2 = 0,332). Определите значения / (г)) 
/ ' (ч) и /" (ч) при у = 0. 

О т в е т : 
(I, = 0, 

Л в = 0, Л 7 = 0, Л 8 = 

= 0, Л 4 = 0, Л 5 = - - ^ - / ) 1 , 

11 
; Л| , Л 9 = 0, 

11 ! Л г ' 
/ 1 \ « А\ Л 2 ^ Л 

(Зга+ 2) ! 

XIV-3. Толщина ламинарного пограничного слоя на полуплоской пласти 
может быть найдена с помощью интегральной формулы импульсов Карман 

если профиль скорости задан. Пр 
условии, что профиль скорости зад-
полиномом 

И = <*О + &\У + а.»Лг + ЧУ3 + Я 4 ! / 4 : 

1) задайте собственно грани 
пые условия и используйте их для 
определения пяти констант; 

2) рассчитайте касательные на­
пряжения вдоль пластины; 

3) найдите толщину погранич­
ного слоя с помощью интегральной 
формулы импульсов Кармана. 

Сток 
Рис. к упражнению X1V-4. 

О т в е т : 

у = 0, и — 0 , 

у = Ь, u=U0 

ди 

d*u 
~дуТ 

= 0, 

ао = 0, а 2 = 0, A-I—2 

2U0 

T 0 = PV 
ди 
~ду~ 

А 4 : 

= О, 

д*и 
ду* 

Esl 
б 

Uo_. 
54 > 

= О; 

6 

XIV-4. Рассмотрите стационарный пограничный слой в сужающемся ка­
нале с плоскими стенками. Уравнения пограничного слоя вдоль стенки, парал­
лельной оси ОХ, будут: 

ди 
дх 

др 

ди 

= 0, 

р дх + " ду* 

ди . ди 
ду дх 

Скорость свободного потока задана в виде 

0. 

X 
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Вводя преобразование подобия 

X г V 
п функцию тока 

лр(х, у) — — У\ив / (Т)); 

1) найдите обыкновенное дифференциальное уравнение для функции тока 
и граничные условия; 

2) получите распределение скорости. 
О т в е т : 

/ " ' - / ' ' + 1 = 0 . 

Умножая это уравнение на /" и интегрируя, получаем 

т- е. 

ц окончательно 

( / ' + 2 ) , 

V2 • T I N } / 

К 2 
1,146—2. 

XIV-5. Получите интегральное уравнение импульсов для нестационарного 
пограничного слоя. 

О т в е т : из уравнений неразрывности и импульсов имеем 

ди д (и*) д (uv) 1 др , д*и 
'-V -

dt дх ду р дх ду* 

С удалением от границы и -»- £/ и d2U/dy2 -*• 0, так что 

1 Г 

о 

Й (Ц2) | Й (Щ;) 

<5Х 4( 
о 

dt Т дх ^ 

У 
Подставляя величину v = — J (ди/дх) dy и перегруппировывая члены, 

о 
получаем 

В Б В 

ч окончательно 

XIV-6. Определите силу трения при колебании пластины, покрытой слоем 
*ндкости. имеющим толщину k. Частота колебаний равна к, и жидкость обла­
дает кинематической вязкостью v. 

О т в е т : 
ди д*и 

~дТ-'Х~ду~*~ ' 

ди 
F = »-dy-

cos к (h —у) 
U = U0 , • cos KT, cos kh 

= \ikUо th A-h cos A-1. 

251 



XIV-7. Вдоль вертикальной полубесконечной пластины, начинающейся 
при X = 0, движется поток жидкости, как показано на прилагаемом рисунке. 

Величина расхода Q фиксирована и неизменна вдоль пластины. Жидкость 
обладает вязкостью р. и плотностью р и ускоряется иод действием силы тяжести 
pg. Свободная поверхность считается поверхностью постоянного давления. 
В зоне, прилегающей к пластине, формируется пограничный слой, толщина 
которого увеличивается до тех пор, пока он не достигает свободной поверхности, 
как показано на рисунке. Поток будет продолжать ускоряться, и слой жидкости 

будет становиться все тоньше, пока он не до­
стигнет асимптотически предельной величины. 

х=0^к 1 *-у 1) Найдите интегральное уравнение им­
пульсов на участке, где пограничный слон не 
доходит до свободной поверхности. 

2) При условии, что профиль скорости 
имеет вид параболы 

определите константы а0, alt а 2 с помощью 
надлежащих граничных условий. Подставьте 
найденное выражение для профиля скорости 
в интегральное уравнение импульсов и по­
лучите дифференциальное уравнение для S (я).' 

3) Испытайте решение в виде 6 = fix11,, 
Найдите величины В и га из интегрального 
уравнения. 

4) Определите расстояние х0, на кото] 
ром пограничный слой достигает свободно" 
поверхности. 

5) Определите толщину пограничног 
слоя б 0 в месте, где пограничный слой до 
стигает свободной поверхности. 

6) Выведите интегральное уравнение им 
пульсов для области х х0. 

7) С помощью профиля скорости, полу 
ченного в пункте 2. выведите дифференци 
альное уравнение для б (х) в области ж > г 0 

8) Получите соотношение между расстоянием х и толщиной пограничног 
слоя. 

9) Получите выражение для толщины пограничного слоя о 3 при бесконе 
ном значении аг« 

О т в е т : 

Рис. к упражнению XIV-7. 

D 
d 

dx 
и* du — U, dx 

6 J и dy = 
ди (0) 

ду 

d 2 ) а „ = 0 , ах = 2, « 2 = - 1 , (2gxb) 

- i - ^ i x - ^ 
2v V~2gx +gb 

(U0=V~2gx); 
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4) x0 = 

5) 2/o = | 

3(? y /» . 
2 V2g B 

2 VWfi 

du (0) 
dy 

7) 
jd&_ -= _5g ( 3v<? 
dx ~~ &Q r ( ^ ~ » ) : 

8 ) _ | _ ( M L ! _ _ J - * - 6 0 \ 2 / 6* +6*6 + 62 / 6 * - 6 0 у 
\ 6 * - 6 j + 

1 
Г 3 6* 

6* + 6 * 6 0 + 6g 

XIV-8. Получите уравнение сопротивления для турбулентного потока 
в шероховатых трубах 

1 = 2 1 8 - 2 4 - 1 , 7 4 . 
У f s 

XIV-9. Потенциал скорости для двухмерного потока вокруг цилиндра 
радиуса if дается выражением 

Ф=г/ ^ r + _ ^ i ) c o s e , 

где U — скорость на бесконечности. 
Найдите распределение давления вокруг цилиндра в случае, когда: 
1) U = const = U0; 
2) U = U0 sin kt. 
Определите полную силу, действующую на цилиндр, интегрируя выраже­

ние для давления. 
XIV-10. Вычислите присоединенную массу для шара, учитывая тот факт, 

что потенциал скорости для шара радиуса Я, движущегося со скоростью U 
в сферический системе координат (г, 6, %р) в спокойной жидкости, дается выра­
жением 

UR3 
CI = ^ - C O S 0 . 

О т в е т : 

с с с у ?+^8 
М'=р\ \ \ —j~ r2sin6drd6 <й|> = -^ряЯЗ. 

о о д 
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XIV-11. Горизонтальная компонента скорости, обусловленная линейной 
периодической гравитационной волной на глубокой воде, равна 

Л £, 
и = Н-^~е cos (kt — mx). 

Рассчитайте максимальную полную силу, действующую на вертикальный 
цилиндр диаметром 5 футов, за счет волны высотой Н = 20 футов и периодом 
Т = 10 с. Коэффициент сопротивления CD = 1, а инерционный коэффициент 
См = 2. Кроме того, к = 2я/Г, m = 2JT/Z,, L = gT*/2n. 

О т в е т : сила сопротивления максимальна под гребнем. Сила инерции 
максимальна в момент, когда свободная поверхность проходит положение невоз­
мущенного уровня. Максимальная полная сила на данном горизонте имеет 
место до того, как гребень проходит над данной точкой, и этот момент слегка 
изменяется с глубиной. Максимальная полная сила рассчитывается с помощью 
численного интегрирования. 

Том II 

ТЕОРИИ ВОЛН НА ВОДЕ 



Часть третья 

П О Т О К СО С В О Б О Д Н О Й П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю 
И В О Л Н Ы Н А В О Д Е 

Глава XV 

ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ВОЛН НА ВОДЕ 

XV-1. Физическая классификация различных видов волн на воде. 
Обозначения 

XV-1.1. Сложность и разнообразие различных видов волн на воде. 
W -1.1.1. Целью настоящей главы является обзор теорий нестацио­
нарного потока со свободной поверхностью, подверженного дей­
ствию гравитационных сил. Такие движения называются водяными 
волнами (волнами на воде), хотя волны давления (например, аку­
стические) в водной среде также являются «водяными». Их называют 
еще гравитационными волнами, хотя многие атмосферные движения 
также являются волнами, подверженными силе тяжести. 

С физической точки зрения разнообразие волн на воде чрезвы­
чайно велико. К движениям этого типа относятся как штормовые 
волны в океане, вызванные ветром, так и волны паводка на реках; 
как сейши и длиннопериодные колебания в гаванях, так и прилив-
пой бор или движущийся гидравлический прыжок в эстуариях; 
как корабельные волны, образованные идущим по каналу судном, 
так и волны цунами, вызванные землетрясениями, или волны от 
подводных ядерных взрывов. 

С математической точки зрения очевидно, что общего решения, 
охватывающего все возможные случаи, не существует. Даже в про­
стых случаях аппроксимации оказываются необходимыми. Одним 
из самых важных вопросов теории волн на воде является вопрос 
о границах пригодности различных решений, полученных при тех 
или иных упрощающих допущениях. Математические аспекты из­
учения волн на воде столь же разнообразны, как и физические. Дей­
ствительно, математическое исследование волн на воде охватывает 
все методы математической физики, касающиеся как линейных, так 
и нелинейных задач. Главная трудность изучения таких волн за­
ключается в том, что одна из границ, а именно — свободная поверх­
ность — является одной из неизвестных величин. 

Волны на воде настолько разнообразны и сложны, что всякая 
попытка их классификации может ввести в заблуждение. Любое 
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определение относится к идеализированиям ситуациям, которые, 
строго говоря, никогда не встречаются в действительности, а осу­
ществляются лишь в каком-то приближении. Например, двухмер­
ного движения в чистом виде не существует. Такое движение яв­
ляется удобной математической идеализацией, которой физически 
ближе всего соответствует движение в бассейне с параллельными 
стенками. Однако и здесь существуют поперечные составляющие 
движения и эффекты, связанные с пограничным слоем, хотя их 
и довольно трудно выявить. 

XV-1.1.2. Поскольку проблема волн на воде является чрезвы­
чайно сложной по своей сущности, неудивительно, что попытка 
дать простое введение в эту проблему является трудной, если не 
невыполнимой задачей. Предмет рассмотрения не прост, а значит, 
и простое введение могло бы лишь дезориентировать. Поэтому / — 

Рис. XV-1. Колебательная 
волна. 

1 — напрапление распростране­
ния волны. 

настоящую главу следует рассматривать скорее как указатель со­
держания последующих глав и тех вопросов, которые, хотя и выхо­
дят за рамки данной книги, могут представить интерес для читателя, 
посвятившего себя дальнейшему изучению волн на воде. 

Целью настоящей главы является охватить как можно больше 
различных теорий и постараться связать их друг с другом. Как 
следует уяснить себе эти взаимосвязи, пожалуй, легче уже после 
того, как проработаны последующие главы. Количество теорий 
волн на воде настолько велико, что может ошеломить новичка. 

Будем надеяться, что даже предлагаемое поверхностное изло­
жение сущности различных подходов к проблеме существенно по­
может их пониманию. Полное усвоение материала данной главы, 
ведущее к ясному и четкому пониманию всех моментов, может про­
изойти только после глубокого изучения каждой из перечисленных 
теорий, либо с помощью настоящей книги, либо другим путем. 
"̂ 3 Имея в виду все вышесказанное, мы переходим к рассмотрению 
следующей ниже классификации. Сначала дается физическая клас­
сификация, затем — различные математические подходы и границы 
их применимости. Наконец, в завершение рассматриваются два 
традиционных больших семейства волн на воде. 

XV-1.2. Колебательные волны. С физической точки зрения 
существуют два существенно различных типа волн на воде. Это коле­
бательные волны и волны перемещения. В колебательной волне 
средний перенос, или расход массы жидкости, равен нулю. Волно­
вое движение, следовательно, аналогично поперечным колебаниям 
шнура (рис. XV-1). В волне перемещения, как видно из названия, 
происходит перенос жидкости в направлении движения волны. 
Волной перемещения является, например, движущийся гидравли­
ческий прыжок, так называемый приливный бор или просто бор. 

258 

XV-1.2.1. П р о г р е с с и в н ы е в о л н ы . Колебательные 
волны могут быть прогрессивными или стоячими. Рассмотрим воз­
мущение г) (х, t), представляющее собой возвышение свободной 
поверхности, перемещающееся вдоль оси ОХ со скоростью С. Ха­
рактеристики прогрессивной волны остаются неизменными для 
наблюдателя, перемещающегося с той же скоростью и в том же на­
правлении, что и волна (рис. XV-2). Если мы можем выразить и 
в виде функции от (х — Ct), то это значит, что мы имеем «стационар­
ное состояние» профиля волны. Выражение т] (х — Ct) является 
общим выражением для прогрессивной волны, перемещающейся 
без изменения профиля в положительном направлении ОХ с постоян­
ной скоростью С. Математическое выражение для прогрессивной 
волны, движущейся в противоположном направлении, будет пред­
ставлять собой функцию от (х + Ct). Укажем, что определение 

to I, 

Рис. XV-2. Прогрессивная волна. 

скорости волны С для случая нестационарного профиля не имеет 
смысла, поскольку каждый «волновой элемент» движется со своей 
собственной скоростью, что и приводит к деформации волны. 

XV-1.2.2. Г а р м о н и ч е с к и е в о л н ы . Простейшим слу­
чаем прогрессивной волны является волна, профиль которой опре­
деляется синусоидой или косинусоидой: 

Такая волна называется гармонической волной с амплитудой 
Я/2 и высотой Н. Расстояние между гребнями называется длиной 
волны L, и мы имеем соотношение L = СТ, где Т — период волны. 
Волновое число пъ = 2n/L показывает число волн, укладывающихся 
в определенном горизонтальном отрезке, причем это число выражено 
в «циклических» единицах, т. е. одной волне соответствует 2я. 
Величина к = 2п/Т будет частотой. Таким образом, предыдущее 
уравнение можно записать 

Н_ sin 2 /_* t_\ 
1 2 cos \ L ¥)' 

XV-1.2.3. С т о я ч и е в о л н ы , т о л ч е я и с е й ш и . Стоя­
чие, или стационарные, волны математически могут быть выражены 
в виде произведения двух независимых функций от времени и рас­
стояния, например: 

(p = # s i n — — sin ~Y~, 
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или в более общей форме 
Ф = Ф1 (x)<?2(t). 

Стоячую волну можно рассматривать как суперпозицию двух 
прогрессивных волн с одинаковой амплитудой и одинаковым перио­
дом, движущихся в противоположных направлениях. В случае, 
когда членами конвективной инерции можно пренебречь, движение 
в стоячей волне определяется просто линейным суммированием 
решений для двух прогрессивных волн. Можно без труда показать, 
что 

В s i n * ( ж _ Ct) + Mr sin *L(x + Ct)=H sin Щ- x cos Щ-1. 

Рис. XV-3. Стоячая волна. 
1 — узел; 2 — пучность. 

Стоячие волны, возникающие при интерференции ветровых волн, 
называются толчеей. В условиях относительного мелководья (d/L < 

< 0,05) они называются сей­
шами. Сейши представляют 
собой стоячие колебания 
большого периода, происхо­
дящие в озерах и гаванях*. 
Амплитуда вертикальных ко­
лебаний в узле равна нулю; 
в пучности амплитуда рав­
на Н. 

XV-1.2.4. Ч а с т и ч н а я 
т о л ч е я ( п р о г р е с с и в н о -

с т о я ч и е в о л н ы ) . Две встречные прогрессивные волны оди­
накового периода, но разной амплитуды образуют «частичную тол­
чею» («прогрессивно-стоячую волну») и могут быть линейно пред­
ставлены в виде суммы A sin (х — Ct) + В sin (х + Ct). Частичную 
толчею можно рассматривать также как суперпозицию прогрессив­
ной волны и стоячей волны. Прогрессивно-стоячие волны имеют 
место перед препятствием, которое приводит к частичному отраже­
нию волн. В пучности амплитуда равна N =А + В, а в узле D = 
= А — В. Непосредственное измерение N и D позволяет найти 
А = (N + D)/2, В = (N — D)/2 и коэффициент отражения Л = 
= (N - D)/(N + D). 

XV-1.2.5. Р е ф р а к ц и я , д и ф р а к ц и я и р а з р у ш е ­
н и е в о л н . Далее мы увидим, что скорость волны в общем яв­
ляется функцией от глубины воды (см. XVI-3.3). Явление рефракции 
возникает, когда волна движется с одной глубины на другую 
(рис. XV-4). Явление дифракции происходит у конца какого-либо 
препятствия (рис. XV-5). Его можно рассматривать как процесс 
передачи энергии в направлении, параллельном гребню волны, 
хотя такое определение чрезмерно упрощает гораздо более сложное 
явление. 

* Название «сейши» употребляют обычно для обозначения свободных ко­
лебаний полностью или частично изолированных водных масс озер, заливов, 
каналов, бухт, гаваней и др., в отличие от вынужденных стоячих колебании 
(действие ветра, перемещающегося перепада давления и т. д.). — Прим. перев. 

Рис. XV-4. Рефракция волн, 
изобаты; 2 — гребни волн; 3 — волновые 

ортогонали. 

Разрушение волны может происходить в открытом море под 
действием ветра («барашки»), на побережье с наклонным дном 
типа пляжа (прибой) и в приливных эстуариях (приливный бор). 
Эти виды разрушения показаны на рис. XV-6. Это явление анало­
гично явлению ударной волны, встречающемуся в газовой динамике. 
Разрушение волн характери­
зуется высокой интенсивностью 
турбулентности, связанной с 
интенсивной диссипацией энер­
гии. Боры, образованные оп­
рокидывающимися на пляже 
ветровыми волнами или прили­
вом большой амплитуды в эс­
туарии, следует рассматривать 
как волны перемещения. 

С гидродинамической точки 
зрения критерий обрушения 
определяется следующими ус­
ловиями: обрушение имеет ме­
сто, когда скорость частиц 
в гребне становится больше, чем скорость распространения 
волны, или когда условие постоянства давления на свободной 
поверхности более не может удовлетворяться, или когда уско­
рение частиц в гребне становится больше, чем ускорение силы 
тяжести, или, наконец, когда свободная поверхность стремится 

принять вертикальное поло­
жение, образовав стенку. 
Для безвихревых прогрес­
сивных гравитационных волн 
найдено, что критерий обру­
шения связан с максималь­
ной крутизной волны. Обычно 
приводятся следующие фор­
мулы: 

HIL < 0,142 — на глубо­
кой воде (предел Мичелла); 

HIL < 0,14 th (2nd/L) -
при промежуточной глубине 
(формула Миша); 

Hid < 0,78 — для уеди­
ненных волн на мелкой воде. 

XV-1.3. Волны перемеще­
ния. В волнах перемещения 

происходит перенос воды в направлении движения волны. При­
мерами таких волн являются: 

приливный бор или движущийся гидравлический прыжок; 
волны, возникающие при разрушении плотины; 
нагон или накат на сухой берег; 
движущийся гидравлический прыжок-волна; 

Рис. XV-5. Дифракция волн. 
1 — м°л; 2 — гребень волны; з — высота волны 
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уединенные волны; 
волны паводка в Р в « « - колебательными волнами 
Для иллюстрации различия ™ » ™ g н ы В О Л н а кноидаль-

и волнами перемещения на рис. * v
 F В О Д Н А Х О Ч Е Н Ь П 0 . 

Рис. XV-6. Различные виды 
разрушения волн. 

1 — барашки на глубокой воде; 
2 — скользящий бурун (небольшой 
уклон дна, незначительная крутиз­
на волн). Разрушение происходит 
постепенно на большом расстоянии 
от берега; 3 — ныряющий бурун 
(более резкий уклон дна и более зна­
чительная крутизна волн). Разру­
шение волны сопровождается зави­
хрением гребня; 4 — прибой у бе­
рега при крутом уклоне дна; 5 — 
полностью сформировавшийся бор 

в приливном эстуарии. 

м„.„ ц В О Д Ы .пере» ̂ & ° e " = e C S « S^SSS 
^Г;оХ»Г^Г» Д Тер»ос „,ссИ — — 

Рис XV-7. Различие меж : 

uv колебательной волной 
(вверху) и волной переме­

щения (внизу). 

Уединенная же волна всегда связана с заметным чистым переносом 
массы. Тем не менее, с математической точки зрения эти два вида 
движений относятся к одному типу, т. е. они подчиняются одинако­
вым упрощающим допущениям и описываются аналогичными ос­
новными уравнениями. 
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XV»2 # Критерии классификации по математическим методам 
решения 

XV-2.1. Основные параметры. XV-2.1.1. В системе координат 
Эйлера задача о поверхностных волнах содержит обычно три неиз­
вестных: возвышение свободной поверхности (или полную глубину 
воды), давление (для поверхности обычно известное) и скорость частиц. 

Поскольку общего метода решения не существует, приходится 
делать целый ряд упрощающих допущений, которые дают различ­
ную точность в применении к разным случаям. В общем применя­
емый метод решения зависит от относительной важности членов кон­
вективной инерции по сравнению с локальной инерцией. 

XV-2.1.2. Однако вместо того, чтобы иметь дело непосредственно 
с инерционными членами, удобнее рассматривать связанные с ними 
более наглядные параметры. Используются следующие три харак­
теристических параметра: 

1) характерная величина возвышения свободной поверхности, 
например высота волны Н; 

2) характерный горизонтальный размер, например длина волны L; 
3) глубина воды d. 
Хотя связь этих трех параметров с инерционными членами 

довольно сложна, тем не менее относительная величина параметров 
по сравнению друг с другом существенно помогает классифицировать 
теории волн на воде по математическим признакам. 

Например, нетрудно понять, что если характерное возвышение 
свободной поверхности уменьшается, то и характерная скорость 
частиц также уменьшается. Следовательно, при стремлении высоты 
волны Н к нулю член конвективной инерции, связанный с квадратом 
скорости частиц, будет бесконечно малой величиной более высокого 
порядка, чем член локальной инерции, который связан со скоростью 
линейно. Следовательно, конвективной инерцией можно пренебречь, 
и теорию в этом случае можно линеаризировать. 

Таким образом можно составить три параметра в виде отношений 
HIL, Hid, Lid. 

Относительная роль конвективной инерции возрастает с ростом 
величины этих параметров. 

На глубокой воде (Hid — мало, Lid — мало) наиболее важным 
параметром является H/L, который называется крутизной волны. 
На мелкой воде наиболее важным параметром является Hid. назы­
ваемый относительной высотой. На промежуточной глубине, как 
мы увидим, важным параметром, сохраняющим свое значение для 
всех трех случаев, будет (H/L) (L/d)3. 

XV-2.2. Методы решения. В зависимости от рассматриваемой 
задачи и от диапазона значений параметров H/L, Hid и Lid исполь­
зуются четыре математических подхода. Это: 1) линеаризация; 
2) использование степенных рядов; 3) численные методы; 4) исполь­
зование случайных функций. 

XV-2.2.1. Л и н е а р и з а ц и я . Наиболее простыми из теорий 
волн на воде являются, разумеется, линейные теории, в которых 
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полностью пренебрегается конвективной инерцией. Эти теории 
применимы, когда параметры H/L, HID И LID малы, т. е. для волн 
малой амплитуды и малой длины на глубокой воде. Первое из этих 
условий дает название «теории волн малой амплитуды». Это — 
приближение волн бесконечно малой высоты. 

Линеаризация основных уравнений настолько облегчает мате­
матические операции, что линейные теории волн используются 
для описания самых разнообразных волновых движений. Например, 
в рамках линейной математической теории могут рассматриваться 
такие явления, как дифракция волн, образование волн при движе­
нии корабля, образование волн взрывами и т. д. 

XV-2.2.2. С т е п е н н ы е р я д ы и с т а ц и о н а р н ы й 
п р о ф и л ь . Решение можно искать в виде степенного ряда с ма­
лым по отношению к другим величинам параметром. При малых 
значениях LID таким параметром будет величина HIL, поскольку 
на глубокой воде H/L является наиболее важным параметром. При 
больших значениях LID таким параметром будет величина HID, 
являющаяся наиболее важным параметром на мелкой воде. В пер­
вом случае (при разложении в ряд по параметру HIL) первый член 
разложения дается линейной теорией. Во втором случае (при разло­
жении по HID) первый член уже является решением нелинейных 
уравнений. 

Вычисление последовательных членов ряда является настолько 
трудоемким, что эти методы используются лишь в немногих случаях. 
Наиболее типичным является случай прогрессивной периодическо 
волны. При этом заранее предполагается, что решение соответствуе 
стационарному профилю, т. е. выражается функцией F — F ( Х 
— CT), где С — постоянная скорость распространения волны ил 
фазовая скорость. Упрощение, вносимое таким допущением, закл 
чается в том, что поскольку 

dF dF 
дх ~ д (x — Ct) 

И 
dF _ r OF 
dt ~ д (x — Ct) ' 

то 
dF _ с dF 
dt dx 

Таким образом, временная производная с легкостью может быт 
исключена и заменена пространственной производной. 

Типичными примерами применения этой теории являются: 
1) разложение в степенной ряд по параметру H/L, дающее волн 

Стокса на глубокой воде. Первый член этого ряда получается и 
линейных уравнений и соответствует приближению волн бесконечн 
малой амплитуды; 

2) разложение в степенной ряд по параметру HID, дающее кн_ 
идальные волны или уединенную волну на мелкой воде. Первы 
члены ряда получаются в виде стационарного решения уже пел 
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нейных уравнений, но соответствуют приближению мелкой воды, 
которое будет получено в XV-4.1. 

XV-2.2.3. Ч и с л е н н ы е м е т о д ы . Однако может слу­
читься, что решение не может быть представлено с помощью стацио­
нарного профиля, и тогда для исследования часто применяют чи­
сленные методы, в которых дифференциалы заменены конечными 
разностями. Это бывает при больших значениях параметров HID 
и LID, т. е. тогда, когда нелинейные члены типа РИ DULDX велики 
по сравнению с членами локальной инерции типа р DU/DT. Это — 
случай длинных волн на очень мелкой воде. 

XV-2.2.4. Разумеется, численный метод можно использовать 
и для решения линеаризированной системы уравнений. Например, 
метод релаксации используется для изучения малых волновых воз­
мущений в бассейнах. С другой стороны, в некоторых частных 
случаях можно найти аналитическое решение и для нелинейной 
системы уравнений. Поэтому надо иметь в виду, что указанные обла­
сти применения трех перечисленных методов не являются очень 
строгими. 

XV-2.2.5. С л у ч а й н ы е ф у н к ц и и . Наряду с указан­
ными выше методами, которые ведут к полностью детерминирован­
ным решениям, для описания состояния морского волнения в общем 
могут использоваться случайные функции. Математические опера­
ции при таком подходе к проблеме (например, гармонический ана­
лиз) обычно подразумевают, что волны описываются линейными 
законами, что является обязательным требованием для возможности 
применения принципа суперпозиции. Следовательно, этот метод 
становится непригодным для описания состояния поверхности моря 
при очень малых глубинах, т. е. при больших значениях пара­
метров HID и LID. 

XV-2.3. Понятие о параметре Урселла. XV-2.3.1. Поясним изло­
женные выше соображения примером. Потенциальная функция для 
волны Стокса или безвихревой периодической гравитационной волны, 
движущейся на постоянной конечной глубине, во втором прибли­
жении будет 

Ф = о т~—4—- cos (MX—KT) -f 
т 2 Т sh MD V ' 1 

Поскольку ряд является сходящимся и поскольку первое слагае­
мое в правой части получается при учете только локальной инерции, 
а второе слагаемое представляет собой первую, т. е. наиболее суще­
ственную поправку за счет конвективной инерции, то относитель­
ную важность члена конвективной инерции можно оценить с по­
мощью отношения амплитуд указанных двух слагаемых. В част­
ности, при очень малых глубинах, поскольку при этом ch Л -»• 1, 
a sh А -* А. мы получаем после простых преобразований, что отно-
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шение амплитуды члена второго порядка к амплитуде члена первого 
порядка равно з 1 а / ь \» 

16 ( 2 я ) 2 L \ d ) * 

Если величина (H/L) (L/d)s очень мала, то применима теория 
волн малой амплитуды. 

Если вместо высоты Н использовать максимальное возвышение 
над невозмущенной поверхностью т]0 (в линейной теории т]0 = Н/2), 
то получим так называемый параметр Урселла, ранее введенный 
еще Кортевегом и де Фризом: 

Когда UR <^ 1, то можно применять л ^ е й н у ю теорию волн 
малой амплитуды. По мере увеличения параметра Урселла сохране­
ние прежней относительной точности требует учета все новых и но­
вых членов степенного ряда. 

В случае очень дличных волн на мелкой воде (волны паводка, 
бор, волны цунами вблизи берега) величина параметра Урселла, 
которая в этом случае гораздо больше единицы, зависит от интер­
претации, которую мы даем величине L. Более показательным пара­
метром, характеризующим важность нелинейных членов, будет 
теперь относительная высота Hid. При этом вертикальная компо­
нента силы инерции пренебрежимо мала, и в выражении для кон­
вективной инерции остается только один член ри ди/дх. Рассчитать 
отношение амплитуды конвективной инерции к амплитуде локаль­
ной инерции (pudu!dx)/(pdu/dt) можно теперь непосредственно. По­
скольку на очень мелкой воде величина d/L очень мала, a ch А -*• 1 
и sh А -*• А, то очень быстро получаем простое выражение 

и = -Р- = - 5 - г s i n (mx—kt) 
дх 2 md v ' 

и отсюда находим 

Н 
2d • 

что указывает на относительную важность отношения Hid. Несмотря 
на указанную трудность интерпретации, параметр Урселла является 
полезным и простым вспомогательным средством, хотя и не всегда 
достаточным для суждения об относительном значении нелинейных 
эффектов. 

XV-2.3.2. Изображенный на рис. XV-8 чертеж приблизительно 
указывает границы применимости различных теорий. Этот график 
построен для двухмерных периодических волн (рис. XV-9), но он 
в известной степени может служить и для волн любого типа. Пока-

ди 
m a x 

ди 
р-дГ 
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заны кривые, соответствующие трем значениям параметра Урселла. 
Рисунок ограничен кривой, соответствующей критерию разрушения, 

н/Т2 фут/с2 

Рис. XV-8. Области 
применимости разли­
чных волновых тео­

рий. 
А — в о л н ы н я м е л к о й 
в о д е ; Б — в о л п ы н а п р о ­
м е ж у т о ч н о й г л у б и н е ; 
В — в о л н ы н а г л у б о к о й 

в о д е ; I — в о л н ы Э р и ( л и ­
н е й н а я т е о р и я ) ; II — 
в о л н ы С т о к с а ( 2 - е п р и ­
б л и ж е н и е ) ; III — в о л н ы 
С т о к с а ( 3 - е п р и б л и ж е ­
н и е ) ; IV — в о л н ы С т о к с а 
( 4 - е п р и б л и ж е н и е ) ; 1 — 
т е о р и я к н о и д а л ь н ы х 
в о л н ; 2 — к р и в а я , с о о т ­
в е т с т в у ю щ а я к р и т е р и ю 
р а з р у ш е н и я ; З — п р е ­
д е л ь н а я у е д и н е н н а я в о л ­
н а ; 4 — п р е д е л ь н а я в о л ­
н а н а г л у б о к о й в о д е ; 

5 — ф о р м у л а М и ш а . 
П р е р ы в и с т ы е л и н и и с о ­
о т в е т с т в у ю т п о с т о я н н ы м 
в н а ч е н и я м п а р а м е т р а 
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который показывает, что существует 
чина крутизны волны, являющаяся 

Рис. XV-9. Профили волн различных 
типов. ня7 S0J1Ha Э р и

 ( г л У б о к а я в о д а , н е з н а ч и т е л ь ­но ?рутизна волны)! 2 ~ в о л н а С т о к с а ( г л у ­
б о к а я в о д а , з н а ч и т е л ь н а я к р у т и з н а в о л н ы ) ; 
„ ~ к н о и д а л ь н а я в о л н а ( м е л к а я в о д а ) ; 4 — у е д и -
в о л я ? , Я Д0лна

 ( п Р е Д е л ь н а я ф о р м а к н о и д а л ь н о й 
« и л н ы , к о г д а п е р и о д в о л н ы с т р е м и т с я к б е с к о ­

н е ч н о с т и ) . 

некоторая максимальная вели-
функцией относительной глу­

бины (см. XV-1.2.5). 
До настоящего времени 

не сделано тщательного ко­
личественного исследования 
ошибок, связанных с исполь­
зованием различных ^теорий 
в различных областях при­
менения, а также границ, 
разделяющих эти области. 
Поэтому предлагаемый гра­
фик имеет несколько произ­
вольный и, в известной мере, 
качественный характер 

XV-2.4. Два крупных 
семейства волн на воде. Тео­
рии волн на воде в гидроди­
намике обычно разделяют на 
два крупных семейства. Это 
теории волн малой амплиту­
ды и теории длинных волн. 
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Теории волн малой амплитуды охватывают линеаризованные 
теории и первую категорию теорий, основанных на степенных рядах 
т. е. теории, основанные на разложении по параметру HIL. 

Теории длинных волн охватывают численные методы решения 
употребляемые главным образом в случае нелинейных уравнений 
длинных волн. 

Эти два больших семейства включают ряд разновидностей и не­
которые промежуточные случаи, характеризующиеся признаками 
обоих семейств. Например, кноидальная волна, уединенная волна, 
моноклинальная волна рассматриваются как частные случаи (со ста­
ционарным профилем) длинных волн, так как они являются нелиней­
ными волнами на мелкой воде. 

Можно считать, что указанная классификация несколько про­
извольна. Эта произвольность представляет собой дань традиции, 
поскольку теории волн, как и всякая теория, развивались довольно 
бессистемным образом. Тем не менее понять, каким образом эти тео­
рии соотносятся одна с другой и каковы границы их применимости, 
чрезвычайно важно. 

Рассмотрим теперь по отдельности теории волн малой ампли­
туды и теории длинных волн. 

XV-3. Теория волн малой амплитуды 
XV-3.1. Основные допущения теории волн малой амплитуды. 

В предыдущем разделе было указано, что теория волн малой ампли­
туды является существенно линейной теорией, т. е. нелинейные 
члены конвективной инерции считаются малыми. Ее название объяс 
няется тем, что эта теория теоретически является точной даже при 
сохранении конвективных членов, если размеры движений стре­
мятся к нулю. Действительно, в этом случае нелинейные члены 
оказываются бесконечно малыми величинами более высокого по­
рядка, чем линейные члены. 

Такое допущение является чрезвычайно удобным, так как воз­
вышение свободной поверхности при этом можно заранее считать 
равным нулю, т. е. считать, что движение происходит между фикси­
рованными границами. Это допущение используется для определе­
ния «нулевого» волнового движения, и полученное решение счи­
тается пригодным, даже если волновое движение на самом деле 
отлично от нуля. 

Наряду с указанным допущением движение чаще всего считается 
также безвихревым. Это второе допущение равносильно пренебре­
жению квадратическим конвективным членом pV curl V. В этом 
случае решение задачи состоит в нахождении потенциала скорости 
Ф (х, у, z, t), удовлетворяющего граничным условиям на свободной 
поверхности и на краях бассейна. 

Исключительная плодотворность изложенного подхода была 
подтверждена даже для случая волн значительной величины. Помимо 
всего прочего, допущение о линейности позволяет исследовать слож­
ные движения путем суперпозиции элементарных волновых дви­
жений. 
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Рис. XV-10. Биение волн. 

I XV-3.2. Различные виды линейных волн малой амплитуды. 
XV-3.2.1. Т е о р и я п е р и о д и ч е с к и х в о л н м а л о й 
а м п л и т у д ы . Движение, имеющее место при прогрессивных 
периодических двухмерных линейных волнах, является основным 
видом движения, которое помогает понять многие другие, более 
сложные движения. Соответствующее решение мы находим, предпо­
лагая, что движение описывается выражением A sin (2л/L) (х —- Ct), 
где С — константа. Это ре­
шение может быть получено 
как для очень глубокой 
воды, так и для небольших 
глубин. На практике теория 
волн на глубокой воде при­
меняется тогда, когда отно­
сительная глубина d/L, т. е. 
отношение глубины места к длине волны, превышает 0,5. При 
промежуточных глубинах и на мелкой воде (d/L <С 0,5) глубина 
места оказывает значительное влияние на волновое движение. 
На.мелкой воде (d/L <С 0,05) линейная теория волн малой ампли­
туды существенно упрощается: вертикальное ускорение становится 

пренебрежимо малым, и да-
вление считается гидростати­
ческим, т. е. просто пропор­
циональным расстоянию от 
свободной поверхности. В 
дальнейшем мы увидим, что 
теория волн малой ампли­
туды в этом случае оказы­
вается частным (предельным) 
случаем теории длинных 
волн, когда пренебрегается 
конвективной инерцией. 

Две периодические про­
грессивные волны со слегка 
различающимися периодами, 
движущиеся в одном и том же 

направлении, образуют показанную на рис. XV-10 последовательность 
волновых цугов, что приводит к возникновению биений. Ранее мы 
видели, что две встречные прогрессивные периодические волны одина­
кового периода и одинаковой амплитуды образуют стоячие волны или 
толчею, а при d/L < 0,05 — сейши (рис. XV-11). «Косое» отражение 
периодической волны от вертикальной стенки образует систему 
волн, обладающих короткими гребнями и представляющих собой 
систему расположенных в шахматном порядке пиков, которые 
перемещаются параллельно стенке. 

С помощью теории волн малой амплитуды можно исследовать 
ногие трехмерные периодические движения в области, ограничен-

^ 1 1 сложными границами. Это — трехмерные волновые движения 
Резервуарах и баках различной формы (прямоугольных, круглых 

Рис. XV-11. Сейши в двухмерном бас­
сейне. 

а — основная; б — высшая гармоника. 
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и т. д.) с постоянной или переменной глубиной. Процесс дифракции 
волн на вертикальной стенке также доступен тщательному исследо­
ванию с помощью теории волн малой амплитуды. Наконец, эта тео­
рия в случае прогрессивных волн вполне пригодна для того, чтобы 
служить основой для изучения ветровых волн, хотя это явление и 
является непериодическим и случайным по своей природе. По этой 
последней причине изучение ветровых волн требует дополнительных 
исследований методами, которые рассмотрены в главе XVIII , посвя­
щенной волновым спектрам (см. также XV-5). 

XV-3.2.2. В о л н ы , о б р а з о в а н н ы е м е с т н ы м в о з ­
м у щ е н и е м . Теория волн малой амплитуды может также с успе­
хом применяться для определения 
волнового движения, возбужден­
ного локальным возмущением или 
импульсом на свободной поверх­
ности или на дне (рис. XV-12). 

Например, методами этой тео­
рии можно исследовать в зоне боль-

Рис. XV-12. Волна, образованная мест- Рис. XV-13. Волны, образованные 
ным возмущением свободной поверхно- движущимся кораблем, 

сти. 

ших глубин волны цунами, вызванные землетрясениями. Аналогич­
ное теоретическое рассмотрение возможно и для волн, образованных 
подводным взрывом или обрушением обломков скал на свободную 
поверхность. В общем эти волны обладают цилиндрической симмет­
рией, но не являются периодическими. Можно считать, что они обла­
дают псевдопериодом, определяемым интервалом времени, который 
разделяет моменты прохождения фиксированной точки двумя после­
довательными гребнями. Этот «период» убывает с течением времени 
в данной точке, т. е. он имеет тенденцию к увеличению с удалением 
от места возмущения. Часто волны, образованные возмущением, 
имеют вид последовательных волновых цугов, или «пакетов», причем 
число отдельных волн в каждом «пакете» увеличивается с удалением 
от очага возмущения. 

Средняя высота волн имеет тенденцию к уменьшению с удале­
нием от очага за счет двух причин: увеличения длины волны и ради­
альной волновой дивергенции (расхождения волновых лучей). 

XV-3.2.3. К о р а б е л ь н ы е в о л н ы . Наконец, теория воля 
малой амплитуды может быть применена для исследования волновых 
движений, порождаемых движущимся возмущением (кораблем или 
атмосферным возмущением). Теоретическая волновая картина, соз­
данная движущимся кораблем, схематически показана на рис. XV-13 

XV-3.3. Нелинейные теории волн малой амплитуды. XV-3.3.1. 
Ф и з и ч е с к и е а с п е к т ы п р о г р е с с и в н ы х п е р и о -
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д и ч е с к и х в о л н . Линейное решение для прогрессивной гар­
монической волны над горизонтальным дном дается в виде A sin (х — 
- Ct); таким образом, свободная поверхность в точности опреде­
ляется синусоидальной кривой. На мелкой воде гребень имеет тен­
денцию становиться более крутым, а ложбина — более пологой, 
как показано на рис. XV-9. При этих условиях линейная теория 
волн малой амплитуды уже непригодна. 

XV-3.3.2. В о л н ы , о п р е д е л я е м ы е с п о м о щ ь ю 
с т е п е н н ы х р я д о в . В простом случае периодических волн, 
прогрессивных или стоячих, теория волн малой амплитуды может 
быть уточнена путем учета, в той или иной степени, сил конвектив­
ной инерции. В разделе XV-2.2.2 указывалось, что это можно сде­
лать, представляя решение в виде степенного ряда, полученного 
разложением по параметру, малому сравнительно с другими вели­
чинами. Например, в простом случае периодической прогрессивной 
или стоячей двухмерной волны предполагается, что решение, описы­
вающее волновое движение, дается в виде степенного ряда, полу­
ченного разложением по степеням высоты волны Н (или крутизны 
волны HIL). Тогда, скажем, потенциал скоростей ср (х, у, t) будет 
записан в виде 

ср = Я ф 1 + # 2 ф 2 + Я З ф з + Я « ф 4 . 

Член первого порядка Ну1 точно дается линейной теорией волн 
малой амплитуды, т. е. при полном пренебрежении нелинейными 
членами уравнений движения. Остальные члены выражения для ср 
являются поправочными членами, обусловленными нелинейной кон­
вективной инерцией. Эти члены ряда находят последовательно с по­
мощью рекуррентных формул. Волновая теория третьего порядка, 
или теория третьей степени приближения — это теория, в которой 
вычисления производятся до члена соответствующей степени, т. е. 
она включает члены Н(р1, 7 / 2 ф 2 и # 3 ср 3 . В случае гармонической вол­
ны ф 2 и ф 3 являются синусоидальными функциями от п (х — Ct), 
где п — целое число, равное порядку рассматриваемого члена, 
а Фл — функции от относительной глубины d/L. На практике слож­
ность членов ф 2 , ф 3 , . . . возрастает с порядком приближения на­
столько сильно, что вычисления редко удается производить с более 
высоким порядком приближения, чем пятый. Формулы для пятого 
порядка приближения так сложны, что для их применения требуется 
специальный набор таблиц, рассчитываемых с помощью ЭВМ. 

В инженерной практике чаще всего достаточно первого прибли­
жения. Однако теории более высоких порядков обнаруживают неко­
торые любопытные особенности волн большой крутизны на глубокой 
воде. На очень мелкой воде члены конвективной инерции сравни­
тельно велики, и ряд сходится очень медленно. Ряд даже не является 
обязательно равномерно сходящимся, и функция от d/L теряет 
свой смысл. 

Уже было указано, что на мелкой воде наиболее важным стано­
вится параметр Hid вместо параметра HIL на глубокой воде. Сте­
пенной ряд, полученный разложением по параметру Hid, удобнее 
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для использования и требует учета меньшего числа членов при одц. 
паковой точности. Такие степенные ряды используются в теориях 
кноидальных и уединенных волн, которые рассмотрены в XV-4.4 1 

XV-3.3.3. После того, как все уравнения, определяющие движе­
ния, установлены и все граничные условия заданы, число возмож­
ных решений все еще остается бесконечным. Другими словами, всех 
этих уравнений еще недостаточно для определения волнового дви­
жения. 

Необходимы еще два дополнительных условия. Одно из дщ 
касается вопроса о завихренности движения и рассматривается 
в следующем разделе. Кроме того, надо также установить, должно 
ли движение иметь вид прогрессивной волны, стоячей волны или 

Рис. XV-14. Периодическая прогрессивная волна, сопро­
вождаемая переносом массы, 

а — величина d/L велика; б — величина d/L мала. 

группы волн. Например, в первом случае решение для стационар­
ного профиля должно быть найдено в виде функции от (х — Ct), 
где С — постоянная скорость волны. Надо отметить, что решение 
для стоячей волны получается путем простого суммирования двух 
встречных периодических гравитационных волн только в линейном 
случае. Это суммирование справедливо также для первого (линей­
ного) члена степенного ряда. Однако члены более высоких порядков 
должны находиться независимо по рекуррентным формулам, полу­
ченным отдельно для каждого типа движения — прогрессивного 
или стоячего. 
"_JXV-3.4. О влиянии завихренности на волны. XV-3.4.1. Другое 
допущение, необходимое для нахождения единственного решения, 
касается распределения завихренности по вертикали. Разумеется, 
наиболее простым является допущение об отсутствии вихревого дви­
жения вообще — такое допущение приводит и к более простому 
решению. Именно на этом последнем условии основано большинство 
теорий волн малой амплитуды. В этом случае решение задачи состоит 
в нахождении потенциальной функции для волнового движения. 
В случае волн Стокса, т. е. при периодическом безвихревом двух­
мерном волновом движении, вычисления для более высокого порядь' 3 

аппроксимации, чем линейная, показывают, что в направлении 
движения волны происходит перенос массы, т. е. движение частиц 
по орбитам является незамкнутым (рис. XV-14). Интенсивность 
переноса массы является функцией относительной глубины и кру­
тизны. 
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XV-3.4.2. Может возникнуть вопрос, не является ли сказанное 
выше чисто математическим результатом, не имеющим физического 
значения. Для ответа на этот вопрос мы должны рассмотреть гра­
ницы применимости допущения об отсутствии вихревого движения 
в волнах на воде. Зыбь на глубокой воде, т. е. волны, порожденные 
ветром, но покинувшие область зарождения, представляет собой 
движение, к которому, по-видимому, ближе всего подходит опреде­
ление безвихревого движения. Но при наличии ветра обусловленные 
его действием касательные напряжения на свободной поверхности 
порождают завихренность (и 
турбулентность) и увеличивают 
приповерхностный перенос мас­
сы в направлении движения 
волны. На мелкой воде завих­
ренность создается придонным 
трением. Перенос массы не 
всегда совместим с принципом 
неразрывности вблизи берега. 
Нагон воды к берегу должен при­
водить к возвратному потоку, 
либо распределенному равно­
мерно, либо за счет неустой­
чивости сконцентрированному 
в некоторых определенных ме­
стах (так называемые разрыв­
ные течения). При этом картина 
наложенных друг на друга те­
чений должна быть такой, чтобы 
проинтегрированный по верти­
кали перенос массы был равен 
нулю (рис. XV-15). В этом слу­
чае можно получить вихревую 
теорию волн, причем распреде­
ление завихренности по верти­
кали является неоднородным. 

Если предположить, что нулю равен не только проинтегриро­
ванный по вертикали перенос массы, но и перенос массы на любом 
горизонте, то мы получим теорию «замкнутых орбит». Теории такого 
рода также являются вихревыми. К сожалению, при этом полу­
чается завихренность обратного знака по отношению к завихрен­
ности, вызванной касательными напряжениями, обусловленными 
влиянием ветра на свободную поверхность. 

Наиболее известной теорией замкнутых орбит является 
теория Герстнера, справедливая только для глубокой воды 
* являющаяся при этом точной теорией, т. е. теорией, в которой 
строго учтены все члены конвективной инерции. На мелкой воде 
^ория замкнутых орбит может быть дана только в приближен­
ном виде с помощью разложения в степенной ряд по пара­метру н. 

о) 

о 

Рис. XV-15. Различные модели пере­
носа массы в периодических гравита­
ционных волнах. Стрелкой указано 

направление перемещения волн, 
а — результирующий перенос массы имеет ме­
сто; б — результирующий перенос массы 

отсутствует; в — замкнутые орбиты. 
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XV-3.4.3. Хотя глубокий анализ явления обрушения волной 
не является целью этой книги, тем не менее стоит остановиться на 
соотношении между интенсивностью завихренности и предельной 

, крутизной волны. 
Выше отмечалось (в XV-1.2.5), что обрушение волны начинается, 

когда профиль волны достигает предельного значения крутизны 
(H/L)max. Теоретическое значение предельной крутизны для безвих­
ревой периодической волны на глубокой воде равно 0,142. Завихрен­
ность в районе гребня, направление которой соответствует ветровому 

0 « - i 

Рис. XV-16. Вихревое движение и предельная крутизна волн, 
о — ветра нет; движение безвихревое; |H/Llm a x = 0,14; б — направления волны и ветра сов­
падают; завихренность показана стрелкой; \Н/Цтах < 0,14: в — направления волны и ветра 
противоположны; завихренность показана стрелкой; \Н/Цтах > 0,14; г — волна Герстнера. 

Величина вихря в гребне бесконечна. IH/£lm a x = 0,31. 
1 — направление волны; г — направление ветра. 

воздействию (рис. XV-16), снижает предельное значение кру­
тизны. В глубоком море редко можно встретить волну с крутизной, 
большей 0,10. 

Противоположно направленная завихренность теоретически дол­
жна увеличить предельное значение крутизны волны. Такой случай 
может наблюдаться вблизи побережья, когда волна движется на­
встречу ветру, дующему с берега в море. Согласно теории замкну­
тых орбит Герстнера, предельное максимальное значение крутизны 
волны может достигать 0,31, но при этом завихренность в гребне, 
направленная навстречу движению волны, равна бесконечной вели­
чине по своей интенсивности. Очевидно, что этот результат теории 
Герстнера не имеет физического смысла. 

Мы видим теперь, насколько важно было бы создать общую 
вихревую теорию волн и связать завихренность и перенос массы 
с ветровым воздействием и донным трением. Влияние вязкого трения 
у дна исследовалось рядом авторов. Однако до сих пор не создана 
общая теория периодических волн с произвольной завихренностью 
или переносом массы (поскольку оба эти явления связаны междУ 
собой), справедливая для волн любой высоты, любого периода я 
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на любой глубине. Остается довольствоваться существующей тео­
рией, справедливой только для ограниченного диапазона значений 
чисел Урселла. 

XV-4. Теория длинных волн 
XV-4.1. Основные допущения теории длинных волн. Теория 

длинных волн применяется, когда относительная глубина очень 
мала. В этом случае вертикальными ускорениями можно прене­
бречь, и кривизна траекторий невелика. Следовательно, вертикаль­
ная компонента движения не влияет на распределение давления, 
которое считается гидростатическим, т. е. давление в данной точке 
предполагается равным произведению удельного веса воды pg на 
расстояние от свободной поверхности. Однако, в отличие от теории 
волн малой амплитуды, свободная поверхность является теперь 
неизвестной даже на первом этапе вычислений. Так как давление 
является гидростатическим, то распределение скорости по вертикали 
будет однородным. Таким образом вместо скорости частицы можно 
рассматривать осредненную по вертикали величину скорости. 
Как и в случае обобщенного уравнения Бернулли, при использова­
нии квадратичных членов следует вводить поправочный коэффи­
циент, близкий к единице. Этой тонкостью чаще всего пренебрегают. 

Итак, единственными неизвестными, подлежащими определению, 
остаются свободная поверхность TJ И горизонтальная скорость час­
тицы V (и, и). Таким образом, теория волн малой амплитуды на 
мелкой воде может рассматриваться как предельный случай теории 
длинных волн, так как обе они ведут к одним и тем же результатам 
(см. XVIII-4). 

Однако в нелинейной теории длинных волн учитываются кон­
вективные члены типа ри ди/дх, обусловленные горизонтальными 
компонентами движения. Поскольку уравнения становятся нелиней­
ными, число аналитических решений ограничивается очень немно­
гими частными случаями. 

XV-4.2. Основные положения численных методов вычислений. 
В то время как теория волн малой амплитуды дает аналитические 
методы отыскания потенциальной функции, в теории длинных волн 
чаще всего применяются численные и графические методы, причем 
Для расчетов используются электронно-вычислительные машины. 
В связи с этим первая задача обычно состоит в преобразовании сис­
темы дифференциальных уравнений (неразрывности и движения) 
в конечно-разностные соотношения. Затем вычисление выполняется 
Шаг за шагом, т. е. значения г) (х, t) и и (х, t) в данный момент tx 

и в данном месте хх рассчитываются по известным значениям этих 
величин в момент, отстоящий на небольшой интервал А г от момента 
*i» и в точке, лежащей на небольшом расстоянии Ах от точки хх. 

Например, рассмотрим простое линеаризованное уравнение длин­
ных волн, которое будет выведено в XVIII-4: 

ди <Эг| 

18* 
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ламп Л* и М (рис. * v 1 ; 4 уравнения 
получить величину и в точк. 

Ди 
~дГ 

если записать его в виде 
U 4 -

Дх 

2 Дх 

дт 
3 т 

0 рис. XV-17. Два типа к 
нечио-раапостных вычисл 

тельных схем. о _ прямоугольная сетка; б 
шахматная сетьа. 

XV-4.3. Возможности и границы применимости численных мето 
дов. XV-4.3.1. Сразу же бросается в глаза, что большим преиму-' 
ществом теории длинных волн (при использовании численных мето 
дов) является ее разносторонность. Численные методы удобны дл 
применения при наличии сложных граничных условий, в то врем 
как поиски аналитических решений ограничены рамками допущени 
теории. Например, численные методы теории длинных волн мог 
быть применены к рекам с переменным поперечным сечением. ПрЛ 
этом без труда можно учесть донное трение, касательное напряжении 
ветра на свободной поверхности и градиенты, обусловленные слоив 
ным распределением давления. Учет донного трения особенно важеи 
при рассмотрении волн паводка и приливных волн. Касательный 
напряжения ветра и обусловленные наклоном свободной поверхи НООХН градиенты давления необходимо учитывать при исследовании 
штормовых нагонов (так называют подъем уровня у линии б е р е г я 
обусловленный атмосферными воздействиями. Это явление т а к и е 
описывается теорией длинных волн, хотя силами инерции при этоШ 
часто можно пренебречь. В этом последнем случае рассматриваемую 
задачу называют квазистатической). 

XV-4.3.2. П о г р е ш н о с т и и А р е д е л ы и р и м е н вщ 
м о с т и ч и с л е н н ы х м е т о д о в . Преобразование днф 
ренциальных уравнений в конечно-разностные соотношения соп 
вождается систематическими погрешностями. Действительно. изВ1 
стно, что путем разложения выражения для производной в ряд ТэЯ 
лора получается 

фе-ро-
I Be­

ir­ut Дх •\Г(х)-
. /(") (х) 
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При любом численном расчете прежде всего надо убедиться в том, 
что от замены производной dFldx на величину AF/Ax ошибка, нака­
пливающаяся за счет пренебрежения членами высших порядков, 
не превзойдет требуемую точность вычислений. Предварительное 
исследование задачи включает в себя также нахождение «критерия 
устойчивости», который выражается обычно в виде соотношения 
между пространственным интервалом Ах и временным интервалом At. 
При наличии производных высших порядков критерий устойчивости 
может не существовать. Тогда производные высших порядков надо 
заменить производными первого порядка от других переменных; 
при этом число неизвестных увеличивается. Например, производ­
ную u2i\ldtz можно заменить производной da/dt, где а = dr\ldt. 
Таким образом, выбор интер­
вала обусловлен накапливаю-
щейся погрешностью, стои­
мостью машинного времени и 
«ошибкой округления». Ошибка 
округления возникает из-за 
того, что любой численный рас­
чет выполняется с числами, 
имеющими ограниченное число 
знаков или «разрядов». Боль­
шая часть вычислении на элек- Р и с . X V-18. Физическая иллюстрация 
тронно-счетных устройствах вы- парадокса длинных волн, 
полняется с восемью разрядами; i — бор. 
иногда, если требуется «удвоен­
ная точность», используется 16 разрядов или даже более. Но воз­
растающая стоимость машинного времени ограничивает получаемые 
при этом выгоды. 

Короче говоря, применение теории длинных волн всегда связано 
с неизбежными погрешностями, которые увеличиваются по мере 
роста времени и/или расстояния. 

Изучение распространения на большое расстояние бора или 
прыжка-волны, или волны, образовавшейся при разрушении пло­
тины, не удается выполнить из-за накапливающихся ошибок, даже 
если критерий устойчивости удовлетворяется. Однако исследование 
приливной волны в эстуарии или даже волны паводка в случае 
постепенного изменения глубины вполне возможно. Точно так же 
исследование распространения обрушающейся волны (бора) на кру­
том пляже, т. е. на небольшом (за счет крутизны уклона дна) рас­
стоянии, может дать приемлемые результаты. 

XV-4.3.3. П а р а д о к с д л и н н ы х в о л н . Упрощающие 
Допущения порождают еще одну погрешность, систематически встре­
чающуюся при пользовании теорией длинных волн. Поскольку ско­
рость «элемента волны» равна \FGH, т. е. пропорциональна квадрат­
ному корню из глубины, то волновые элементы, несущие большую 
энергию, стремятся догнать элементы, расположенные впереди 
'Рис. XV-18). Вскоре образуется вертикальная стена воды, формиру­
ющая приливной бор. В природе это явление физически возможно, 
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но даже если оно происходит, то начало его образования наступает 
гораздо позднее, чем это следует из теории длинных волн. В част­
ности, теория длинных волн может оказаться непригодной при рас­
смотрении волны, выражение которой содержит высокие степени 
пространственных производных от rj и и. Подобным же образом из 
расчета следует, что обрушение длинной волны, набегающей на пляж 
наступает раньше, чем если бы это обрушение было обусловлен 
только изменением глубины дна. 

Наконец, надо ясно представлять себе, что теория длинных вол 
и стационарный волновой профиль — это два теоретически несов 
.мостимых понятия, хотя стационарный волновой профиль и наблю 
дается в природе. Это внутреннее противоречие теории длинных^ 
волн представляет собой так называемый парадокс длинных волн, 
аналоги которого встречаются также в газовой динамике и нелиней­
ной акустике. 

Существование стационарного волнового профиля объясняется 
двумя стабилизирующими факторами: вертикальным ускорением и 
донным трением. Рассмотрим их один за другим. 

XV-4.4. Стационарный волновой профиль. XV-4.4.1. Т е о р и я 
у е д и н е н н ы х и к н о и д а л ь н ы х в о л н . Если принят^ 
во внимание вертикальное ускорение, то распределение давления, 
не будет больше гидростатическим. В частности, за счет центробеж 
ной силы, возникающей при орбитальном движении частиц, придоа* 
ное давление под гребнем волны уменьшится на некоторую величину;] 

Учитывая вертикальное ускорение, мы можем, однако, его лине! 
аризовать, положив dw/dt ^ dw/dt, так как, поскольку вертикаль­
ная компонента скорости w мала, то конвективные члены w dwldm 
и w dw/dx остаются пренебрежимо малыми. Если учесть вертикаль! 
ное ускорение в таком виде, то рассматриваемое движение будея 
нелинейным в горизонтальном направлении и линейным — в вер4 
тикальном. Даже если учесть][нелинейные вертикальные компонента! 
в решении, полученном в виде разложения по степеням Hid, то эти 
компоненты войдут только в члены высших порядков. Если пред! 
положить, что решение уравнения длинных волн, полученное с уча! 
том поправочного члена, обусловленного кривизной траектории 
представляет собой волну со стационарным профилем, то такое 
решение должно иметь вид функции от (х — Ct). Решения такого 
вида действительно существуют. Это решения для уединенных 9 
кноидальных волн (хотя в последнем случае давление оказывается 
гидростатическим в приближении первого порядка). 

Мы видели, что в случае очень длинных волн параметр Урселлв 
до некоторой степени теряет свой четкий смысл. Заметим, что пойЯ* 
тие длины волны утрачивает смысл, поскольку «длина» уединенно» 
волны равна бесконечности. Но кривизна потока под гребнем имев* 
место и в кноидальной волне, для которой может быть определен 
конечная длина волны. 

Теперь нам понятно, почему следует рассматривать характвщ 
ную длину волны, когда кривизна потока под гребнем замети** 
Мы отмечали, что в этом случае величина параметра Урселла, харя*' 
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теризующего кноидальные и уединенные волны, близка к единице-
(см. XV-2.3.1). В случае очень длинных волн, когда вертикальные 
ускорения и кривизна траекторий пренебрежимо малы, выбор харак­
терной длины становится очень неопределенным и произвольным. 
Достаточно будет сказать, что такой тип движения соответствует 
величине параметра Урселла, намного большей, чем единица. 

XV-4.4.2. М о н о к л и н а л ь н а я в о л н а п а в о д к а . 
Квадратичный, или вообще нелинейный, член, характеризующий 
донное трение, также оказывает стабилизирующий эффект и может 
уравновешивать горизонтальные компоненты силы конвективной 
инерции. Действительно, квадратичное касательное напряжение 
сильнее тормозит те элементы волны, в которых частицы обладают 
большей скоростью, т. е. которые переносят больше энергии. 

При определенных условиях, относящихся к характеристикам 
уклона дна, фрикционному множителю (коэффициенту трения) 
и распределению глубин перед волной и за ней, стационарный про­
филь может оказаться возможным и в случае волны перемещения. 
Это случай так называемой моноклинальной волны паводка, предста­
вляющий собой точное решение уравнения длинных волн с учетом 
донного трения. 

XV-5. Волновое движение как случайный процесс 

XV-5.1. Новый подход к исследованию волн на воде. Мы рас­
смотрели краткое введение в гидродинамику периодических и других 
(определяемых аналитически) волн в тяжелой жидкости, ограничен­
ной свободной поверхностью. Исследования в этом направлении 
продолжаются уже более ста лет. 

Наблюдения показывают, что реальная взволнованная морская 
поверхность представляет собой непрерывно изменяющуюся кар­
тину горбов и ложбин, элементы которых имеют случайный харак­
тер. Волны разной длины движутся с различными скоростями, ком­
бинируясь и рекомбинируясь в постоянно изменяющиеся образова­
ния, даже если все они имеют одно направление распространения. 
При наличии разнонаправленных волн результирующая картина 
еще сложнее. Долгое время многие исследователи, даже такие выда­
ющиеся, как Рэлей и Стоке, считали, что этот кажущийся хаотиче­
ским процесс невозможно описать математически. Самое лучшее, что 
можно было сделать, это выбрать среднюю высоту волны и ее сред­
нюю длину, а затем применить к ним классические волновые теории. 
Для математиков же интерес представляли классические теории 
сами по себе, а трудности, с которыми сталкивались, когда прихо­
дилось гиметь дело с' реальными морскими волнами, их не каса­
лись. 

Сравнительно недавно подход к пониманию и исследованию реаль­
ных морских волн получил новое развитие. Этот новый подход 

азируется на сочетании статистики, рядов Фурье и гидродинамики. 
Статистические теории приходится использовать для того, чтобы 
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получить устойчивые параметры, позволяющие описать случайную 
по своему характеру взволнованную морскую поверхность; затем 
привлекаются ряды Фурье, дающие возможность разложить случай­
ный процесс на гармонические компоненты, поведение каждой из 
которых можно проанализировать уже с помощью обычных класси­
ческих гидродинамических теорий. 

Недавний прогресс в значительной степени связан с развитием 
статистического анализа случайных шумов, с которым сталкиваются 
инженеры, работающие в области связи и коммуникаций. Изучение 
морских волн развивалось в виде сочетания анализа временных 
рядов и статистической геометрии, подчиняющейся законам гидро­
динамики. Настоящий раздел является введением в этот недетерми­
нистический метод исследования волн, который подробнее будет изло­
жен в главе XVIII. Будут рассмотрены вероятностные понятия и 
теория спектров. 

1 
У 

/1 
/ / 

2 3 к - Л * 
—\^sL _ — — ~~ ^ 

Рис. XV-19. Типичная запись морского волнения. 
1 - волновой период; 2 - ордината поверхности; 3 — высота вол­

ны; 4 — огибающая. 

XV-5.2. Некоторые определения и параметры стабильности 
На рис. XV-19 приведена часть типичной записи волновых движени 
поверхности. 

С помощью рисунка иллюстрируются такие понятия, как ор 
ната поверхности, высота волны, период волны, максимум, миним 
и огибающая. Рассмотрим некоторые статистические характеристик 
различных параметров, которые могут быть получены из такой во 
новой записи. Ясно, что если такая запись очень длинна, то со 
ранять ее в первоначальном виде было бы непрактичным. Неиз­
бежно требуется метод, позволяющий «конденсировать» крупные 
особенности исследуемой кривой, хотя многие детали после такого 
процесса оказываются утраченными. 

Такая обработка рельефа реальной морской поверхности должна 
давать результаты, обладающие свойством стабильности. Термин 
«стабильность» используется для описания характеристик, которые 
не слишком сильно изменяются, если обработке подвергнуть повтор­
ный ряд наблюдений. Например, предположим, что два регистратора 
волн расположены в открытом море на расстоянии, скажем, 200 
футов друг от друга. Кривые колебаний уровня, зарегистрирован­
ные в этих двух точках за один и тот же интервал времени, будут 
совершенно различными. Сами записи колебаний морской поверх-
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ности нестабильны. С другой стороны, такие величины, как средняя 
высота волны, среднее квадратическое отклонение поверхности от 
невозмущенного уровня и т. д., будут очень близки для обеих точек 
(если только продолжительность записи достаточно велика). Про 
такие статистические характеристики говорят, что они стабильны. 

Было обнаружено, что плотность и распределение вероятности 
параметров морской поверхности, так же как спектральное (диспер­
сно-частотное) распределение этих параметров, являются компакт­
ными и полезными характеристиками реального процесса. Спектр 
представляет собой форму вероятностного распределения и обладает 
очень нужными свойствами стабильности. Спектр сохраняет в себе 
очень значительную долю информации об амплитудах и «периодах» 
волн, но не удерживает никакой информации об их фазах. Распре­
деление вероятности, с другой стороны, не сохраняет никакой инфор­
мации о периодах, если определяется вероятность «высот» волн, и 
наоборот. 

Описание состояния поверхности моря с помощью терминологии 
теории спектров уже нашло широкое применение среди кораблест­
роителей, помогая им учитывать воздействие волн на корпус судна 
с тем, чтобы предотвратить его деформацию. Спектральные и веро­
ятностные понятия используются механиками, а также авиацион­
ными и морскими инженерами, связанными с проблемами вибрации. 
Во многих областях геофизики — в турбулентности, сейсмологии, 
анализе приливных явлений и т. д. — используются понятия теории 
гвязи для описания процессов и анализа данных наблюдений. 

Сводка наиболее важных вероятностных распределений и описа­
ние спектрального способа представления морских волн, рассматри­
ваемых как случайный процесс, будут приведены в главе XVIII . 

XV-6. Замечания о теориях волн на воде 

XV-6.1. Принципы классификации существующих теорий волн 
на воде. Суммируя все, что было изложено до сих пор, можно ска­
зать, что с теоретической точки зрения волновые движения прежде 
всего распадаются на две большие категории — линейные и нели­
нейные — в зависимости от того, учитывается или нет конвективная 
инерция. Каждая из этих категорий может быть в свою очередь 
разделена на движения, где давление считается гидростатическим, 
и движения, где нельзя пренебрегать искривленностью потока. 
Наконец, движение может быть вихревым или безвихревым, а дон­
ное трение также может либо учитываться, либо не учитываться. 

Из-за ограниченности математических методов наиболее слож­
ные случаи не могут быть проанализированы. Например, теории 
обладающих завихренностью нелинейных волн на мелкой воде, 
с учетом вертикального ускорения и донного трения, не существует. 

XV-6.2. План дальнейшего рассмотрения волн на воде. Изложе­
ние материала о волнах на воде в настоящей книге является тради­
ционным, т. е. из всего многообразия волн выделяются два больших 
семейства под названием волны малой амплитуды и длинные волны. 
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Следующая глава XVI полностью посвящена теории волн малой 
амплитуды. Рассматривается только безвихревое гармоническое 
движение без трения. Исследуются двухмерное и трехмерное дви­
жения. 

Глава XVII посвящена теории длинных волн и речному потоку. 
Сюда включен расчет кривых подпора как частный случай потока 
со свободной поверхностью. Даны также теории уединенных и моно­
клинальных волн. Таким образом, эта глава в существенной степени 
посвящена проблемам, связанным с реками и каналами. 

Глава XVIII посвящена понятию волнового спектра, являюще­
гося примером применения линейной теории к явлениям со случай­
ными характеристиками. 

УПРАЖНЕНИЯ 
Рассмотрите прямолинейный берег с параллельными изобатами и перио, 

ческий цуг волн, подходящий к самой глубокой изобате под углом а 0 . Покажит! 
что на любой изобате на основании закона рефракции волн мы имеем 

sin a sinan = —=—— = consti 
—С ~~ Со 

конечной глубине. 

Глава XVI 

ТЕОРИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ВОЛН МАЛОЙЦ 
АМПЛИТУДЫ 

XVI-1 . Основные уравнения и положения задачи о поверхностных 
волнах 

XVI-1.1. Обозначения и условие неразрывности. Движение опре­
деляется относительно системы трех прямоугольных координат ОХ, 
OY, 02. Ось OZ направлена вертикально вверх. Глубина считается 
постоянной и определяется выражением z = —d (рис. XVI-1). 
Любая точка определяется тремя координатами х, у, z. 

Силами вязкости пренебрегаем, и движение считается безвихре­
вым, а жидкость — несжимаемой: 

curl V = 0, или £ = г) = Г; = 0; 

d i v V = 0, ИЛИ*— I— --(—т-»-— 0-
' * dx 1 ду 1 дг\ 

Эти допущения позволяют сделать некоторые упрощения. 
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Поскольку curl V = 0, то существует однозначно определенный 
потенциал скорости <р (х, у, z, t), от которого можно перейти к полю 
скорости. В II-5.3 говорилось, что потенциал скорости можно опре­
делять по желанию либо из соотношения V = grad ф, либо из соот­
ношения V - —grad ф. Здесь мы ис­
пользуем второе соотношение, т. е. 
и = —ду/дх, v = —д<р/ду, w = —dapldz 
(см. XI-3). Потенциал скорости тре­
буется найти из уравнения неразрыв­
ности, уравнения движения и гранич­
ных условий. 

Уравнение неразрывности div V = 0 , 
выраженное через ф, имеет вид \ 7 2 Ф = 0 , 
или в прямоугольных координатах 

2q d*W 
dx* dy* 

d*w 
dz* о. 

XVI-1.2. Уравнение движения. Ура­
внение движения (уравнение импуль- Рис. XVI-1. Обозначения, 
сов) для безвихревого потока дается 
в форме уравнения Бернулли (см. Х-2.4), которое при новом 
определении ф имеет вид 

dt "г 

Локальная 
инерция 

T F 2 + f + %z 

t t 
Конвек- Давле- Тя-
тивная ние жесть 

инерция 

где / (t) может зависеть только от t, но не от пространственных 
переменных. Так как поток безвихревой, то уравнение Бернулли 
справедливо для любой точки жидкости, а не только вдоль линий 
тока. 

Это уравнение нелинейно из-за члена конвективной инерции, 
который, будучи выражен через потенциальную функцию, приобре­
тает вид 

1 

Таким образом, волновое движение должно описываться нелиней­
ным законом. Однако в случае очень медленного движения нелиней­
ным членом можно пренебречь, и уравнение Бернулли запишется 
тогда в виде 

Теории периодических гравитационных волн часто удовлетво­
ряют условию медленного движения с довольно хорошей степенью 
точности. Соответствующие решения являются математически точ­
ными, если движение стремится к бесконечно малой величине. 

XVI-1.3. Условия на твердых границах. На твердой границе 
скорость жидкости касательна к границе, т. е. нормальная компо-
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нента Vn равна нулю. Другими словами, ду/дп = 0. В частности 
на горизонтальном дне имеем 

и, 

и? 
dw 
dz 

= 0. 

XVI-1.4. Уравнения свободной поверхности. Однако затруд­
нение, возникающее при определении природы волнового движения, 
заключается в том, что одна из границ — свободная поверхность — 
неизвестна, за исключением случая бесконечно малых движений, 
когда свободная поверхность на первом этапе считается горизон­
тальной. Однако в общем случае форма свободной поверхности неиз­
вестна, так же как и потенциал скорости ср. Поэтому в волновых 
задачах появляется новая неизвестная величина z = т). Если пред­
положить, что в наиболее общем случае свободная поверхность при 
трехмерном движении определяется уравнением 

z = Ц («, У, t), 

то полная производная от z по t будет 

dz 
dt ~di ~т~~дх dt * ду dt 

Подставляя сюда значения 

dx 
~dT 

d(f 
dt 

dy 
IT 

dw 
W 

dz 
dt = W |z=r, = — 

dw 
dz 

получаем уравнение свободной поверхности в виде 

dw 
~~dz .г-т) ~~ dt ~г dx \г-г\ 

dr\_ , _дф_ 
дх ' dy z=r| dy 

Это уравнение является нелинейным и называется кинематиче-
гким упавнением Другое уравнение - динамическое уравнение - j 
^ Л ^ ^ ' в ^ я Бернулли, в котором давление р считается 
постоянным (и равным атмосферному давлению). Таким образом, 
динамическое условие для свободной поверхности имеет вид 

Мы видим, что, вообще говоря, величины ср и rj должны предста| 
влять собой решение уравнения V2cp = 0 при двух одновременных 
нелинейных граничных условиях на свободной поверхности и линей­
ном граничном условии на дне: 
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XVI-1.5. Условие на свободной поверхности в случае очень мед 
ленного движения. В случае медленного движения уравнение Бер 
нулли 

можно записать для свободной поверхности в виде 

+ £ ч = 0 , 
т. е. 

dw 
l2=T) 

Т) = — -—!_ 
g dt 

при условии, что функция / (t) и аддитивная константа могут быть 
включены в величину dy/dt. 

Поскольку движения пред­
полагаются бесконечно малыми, 
то можно записать 

Л - 1 

g dt z-o' 

Рис. XVI-2. Обозначения. 

где rj = 0. Это приближение ве­
дет к погрешности того же по­
рядка, что у погрешности для 
члена конвективной инерции, 
которой мы пренебрегли еще 
раньше. 

Теперь рассмотрим кинема­
тическое условие. Величины 
дц/дх и дц/ду представляют собой компоненты уклона свободной по­
верхности, и в случае медленного движения они малы (рис. XVI-2). 
Поэтому нелинейными членами (ду/дх) (дч\1дх) и (ду/ду){дг\/ду) можно 
пренебречь. Тогда, приравнивая нормальную компоненту скорости 
на свободной поверхности к нормальной скорости самой поверх­
ности, получим с достаточной степенью приближения 

dr\ dw 
~ЪТ ~ "dz 

Теперь величину п можно без труда исключить из динамиче­
ского и кинематического условий. Производная от г) по t в кинемати­
ческом условии дает 

dr\ 1 #2ф 
dt 

и путем комбинации 
"Ц/dt исключается, в 

g dt* 

Это так называемое условие Коши 
поверхности. 

этого соотношения с предыдущим величина 
результате чего получаем 

е at* _|г=,„ и-

Пуассона для свободной 

[ dm 
~дТ 
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XVI 1 6 1 

v V - o o < * <c<>; 

б) условия на твердой границе -

0 1 

или на дне = 0; 

в) на свободной поверхности -
z = ц (ж, у, 0 . 

кны выполняться: 
1) кинематическое условие 

_atj_ I iHL 
|«-Ч "•" <ty 

i n 
dz dt dx 

2) динамическое условие 

-1+т[(1)'+(|)'+Ш>П=«, 
причем функция / (г) теперь включена в dy/dt. Однако даже в этом 
случае последнее выражение может быть отличным от нуля и равным 
некоторой заданной функции f (х, у, t), если на свободной поверх­
ности создается возмущение. ^ 

XVI-1.6.2. В случае медленного движения величину i\ можно 
исключить из обоих условий для свободной поверхности, в результате 
чего получаем простое условие Коши — Пуассона 

ГЙ2ф , вф"1 = 0 . 
L dt2 d z J z = 0 

Оса.тс, только одна п о д л е г а я о п р е д е л е н вел„™ 

кот? Гнадо найти и, я — * 
у2Ф = 0 — о о < 2 < ° ° . 

dz 
= 0 и r i ! i _ i l l = о . 

dz Jz-0 

ГГво'п .̂"6^»™»- »«™йвы- во-втор"" 
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поверхность неизвестна и изменяется во врзмзни. Поэтому необхо­
димо упростить теорию с помощью допущений, основанных на физи­
ческих фактах. Мы уже видели, чго первое допущение состоит в пре­
небрежении квадратичными членами, чго позволяет получить сис­
тему линейных уравнений. Второе допущение для нелинейной теории 
заключается в предположении, что решение может быть предста­
влено в виде сходящегося степенного ряда. 

XVI-1.7. Принцип суперпозиции. Если все уравнения однородны 
и линейны, т. е. если функция ф и все ее производные нигде не встре­
чаются в каких-либо степенях, кроме первой, то принцип суперпо­
зиции гласит, что суммирование любого числа частных решений дает 
новые функции, также являющиеся решениями (см. II-5). Например, 
если ф! и ф 2 — два отдельных решения, то сумма а ф х + Ь<р2 также 
является решением, причем а и Ъ — произвольные константы. 

Этот основной принцип чрезвычайно важен и будет часто исполь­
зоваться в дальнейшем. 

XVI-1.8. Гармоническое движение. Большинство решений, с ко­
торыми мы будем иметь дело в этой главе, являются гармоническими. 
Это объясняется тем, что гармонические функции представляют 
собой совершенно естественные решения основных уравнений. 
Кроме того, это связано и с тем, что благодаря разложению Фурье 
очень многие функции, особенно те, которые описывают периодиче­
ские движения, можно рассматривать в виде суммы гармонических 
компонент (см. главу XVIII). Поэтому на основании принципа супер­
позиции любую волну можно рассматривать как комбинацию ряда 
гармонических волн. 

Решение для ф (х, у, z, t) обычно имеет вид ф = / (х, у, z) cos (kt-\-
+ е), где к = 2я/Т, а Т —"период волны. Поскольку 

ei (М ье) _ c o s ( t o _|_ 8 ) _}_ i s i l l _L_ e), 

то можно записать выражение для ф в виде 
Ф = В.е/(;г, у, z)e^M+e\ 

где Ке означает вещественную часть комплексной величины, а е — 
фаза величины ф в начальный момент (при t — 0). В дальнейшем мы 
будем опускать обозначение Ке, имея в виду, что рассматривается 
только вещественная часть математических выражений. 

Подставляя это выражение для ф в условие на свободной поверх­
ности 

1 d*f . *р п 

g dt* "Т" dz 
получим 

(к* d \ n 

XVI-1.9. Метод разделения переменных. Основное уравнение 
Х72ф = 0 можно решить с помощью метода разделения переменных, 
который основан на предположении, что решение для ф можно пред­
ставить в виде произведения функций, каждая из которых зависит 
только от одной переменной. 
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Исходя из физических соображений, можно ожидать, что реше­
ние для ф будет представлять собой произведение функций от гори­
зонтальных координат U (х, у), от вертикальной координаты Р (z) 
и от времени / (t) 

<p = U(x, y)P(z)f(t). 
Подставляя это выражение для потенциала скорости в урав­

нение неразрывности \7 2Ф = 0 и затем деля все на ф, получаем 
d*U , d*U д*Р 
дх* 1 ду* dz* 

ИЛИ 
y*U _ Р" 
U ~ Р 

Надо сказать, что с самого начала нельзя было с уверенностью 
утверждать, что такое разделение переменных, какое сейчас было 
проделано, вообще окажется возможным. В дальнейшем, однако, 
будет показано, что эта операция может быть осуществлена. Только 
тогда, строго говоря, мы можем быть уверены в том, что решения дан­
ного дифференциального уравнения \7 2Ф = 0 будут существовать 
в указанной выше форме. 

Правая часть полученного уравнения является функцией от z. 
Левая часть является функцией от х и у. Поскольку х и у изменя­
ются независимо от z и наоборот, то обе части будут всегда равны 
друг другу (это требование следует из самого смысла уравнения) 
только в том случае, если каждая из них равна одной и той же посто­
янной величине т2, где т может быть либо вещественной, либо 
мнимой величиной. 

Легко можно показать, что если величина т будет мнимой, то 
решение не имеет смысла в случае волнового движения. Поэтому 
величина т должна быть вещественной, а величина т2, следова­
тельно, всегда положительна. 

Тогда уравнение 

сводится к 
Т и т 

д*Р 
dz* 

d*U , d*U 

т2Р (z) = О 

f m2U(x, у) = 0. дх* 1 ду* 

Эти уравнения можно записать в более компактной форме: 

(-&-»')"=»• 
(у 2 + т2) U — 0. 

Последнее уравнение является хорошо известным в математиче 
ской физике уравнением Гельмгольца. 
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XVI-2. Вертикальная составляющая волнового движения 

XVI-2.1. Интегрирование вдоль вертикали. Уравнение 

можно без труда проинтегрировать. Характеристическое уравнение 
будет г2 — т2 = 0, т. е. г = ± т, откуда получаем общее решение 

Р = Aemz + Be-™2, 
где А и В — два постоянных множителя. 

Граничное условие на дне 

да> 

Дает для любого фиксированного значения х, у w t 

dp . 

oz \z--d "' 
поскольку Р пропорциональна ф. Подставляя сюда полученное 
выше значение величины Р, получаем 

mAe-'nd — mBe+md = 0. 
Отсюда 
Положим, что 

Тогда 2 

Р = JL (е™ + е~т <z+d>) = D ch т (z -1- d). 

Подставляя это значение Р в выражение для ф, получаем 

ф = D ch т (d + z) U (х, y)f (t). 
XVI-2.2. Введение граничного условия для свободной поверх­

ности. Решение для / (t) получаем из условия Коши — Пуассона 
Для свободной поверхности 

L dt* ' ё dz J z = 0 

Подставляя сюда полученное выше выражение для ф при z = 0 и Деля все на ф, получаем 

/" I Р' \ 

у " » — f \—)z^= — Sm\h.md. 

Если мы обозначим gm th md через к2, то можно записать 

Заказ 769 
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Из характеристического уравнения г2 - р - Аг2 = 0 находим, что 

г = ± ik. Отсюда 

где а и р — постоянные коэффициенты, зависящие от граничных 
условий. Оказывается, что величина к имеет физический смысл 
частоты, т. е. к = 2п/Т, где Т — период волны. При р* = 0, если 
коэффициент а объединить с D, получаем 

ср = D ch m (d + z) U (x, у) ё (*•*-»>. 
Поскольку существует бесконечное (хотя и дискретное) число 

комбинаций значений кп и тп, для которых удовлетворяется урав­
нение 

к*„ = mng th mnd\ 

то общее решение для ср можно теперь записать в виде 
[00 

[ф = 2 Dn ch тп (d + z) Un (x, у) eWn( e">. 
При рассмотрении только одной монохроматической волны удобно 

выразить множитель D как функцию от высоты волны 2а. Из дина­
мического условия для свободной поверхности 

1 g dt z=,0 

получаем 
и = IhSL ch md U (х, у) e W e > 

или kD т) = — chtyndU (х, у) sin (kt + е). 

Выражения для ф и rj станут более удобными для использования, 
если обозначить амплитуду величины т) через aU. Тогда 

а --= —— ch md. 
g 

Отсюда 
к ch md 

И 
ф = _ 41 chm<d+z ) U (x, у) ё <« «>. 
т к ch md 4 " ' 

Используя соотношение /с2 = mg th md, получаем 
к chm(d + z) Т Т , ч , , ь , , с \ 

Ф = — a . v Т с7 (а;, у) ё <-к< ̂ ). 
^ m sh md v ' 

Функция P (z), которая независима от ж, г/ и i, определите* 

выражением 
р , . _ ак ch m (d + z) __ _ ag ch m (ri + z) 

m sh md A- ch md ' 

При этих условиях высота волны в любой точке равна 2aU (х, у). 
Функция U (х, у) представляет собой отношение высоты волны в про­
извольной точке к высоте волны в точке, где эта высота равна 
просто 2а. 

XVI-3. Двухмерное волновое движение. Линейное решение 

XVI-3.1. Волновое уравнение. Теперь исследуем дифференциаль­
ное волновое уравнение 

( у 2 Ь m2)U = 0. 

Общего решения этого уравнения не существует, но можно найти 
целый ряд решений, удовлетворяющих некоторым частным гранич­
ным условиям. Мы рассмотрим некоторые фундаментальные реше­
ния, представляющие особый интерес и соответствующие простым 
частным случаям. 

Интересно отметить, что такое же уравнение описывает и звуко­
вые волны: 

(у 2 - m 2 ) p = 0, 

где р — давление, а также электромагнитные волны: 

(у 2 + те2)Е = 0, 

где Е — вектор электрического поля. Последнее уравнение является 
векторным и идентично следующим трем уравнениям: 

(У2 + ТЦЕХ = 0, ( V

2 + m 2 ) £ , = 0, ( V 2 J ™ 2 )£ 2 = 0, 

где ЕХ, ЕУ и ЕГ — три компоненты вектора Е. Отсюда понятно, что 
.многие математические решения могут быть найдены в других обла­
стях физики и лишь затем приложены к вопросам гидродинамики. 

XVI-3.2. Интегрирование волнового уравнения. В случае двух­
мерной (плоской) волны, наблюдаемой, например, в волновом лотке, 
мы будем иметь 

^ L = 0 *L=o 

ду ду 

н волновое уравнение сводится к 

Характеристическое уравнение будет 

r2-{-m2 =0, откуда r—^-im. 

Тогда решение для U дается линейной комбинацией величин 
e~inx

 и GIMX. 
U = г\'ётх + B'e-imx. 
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В частности, если U — е~11пх, то 

или 

ф = _ а А chm(d + z) e i i M _ m x . e ) 
т /га sh md 

к chm(d + z) . . . . . 
- — а г 1 — ; — - cos (kt — mx + е). 

/га sh md 

ИЛИ 

то 

Это потенциал скорости для прогрессивной волны, перемещ 
ющейся в направлении оси ОХ. 

Если U = е г т х , то мы получим потенциал скорости для прогрес­
сивной волны, перемещающейся в противоположном направлении. 

Если решение для U имеет вид 

1 
U __ (gimx _|_ g-tmxj — c o s т х < 

U = -Д- — е- ' т л ) = sin mx, 

A ch/ra(d + z) ( c o s ) i i A i , 
Ф = —a r - 1 —7—-< . > mx cos (/« -f- e). 
T m sh md ^ SIN J v 7 

Мы получили потенциал скорости для стоячей волны, или тол­
чеи. Если А' ф В', то получим прогрессивно-стоячую волну. 
На практике величины А' и В' определяются из граничных условий 
(условия отражения волны и др.). 

В наиболее общем случае двухмерного нерегулярного волнения, 
наблюдаемого в природных условиях на море, потенциал скорости 
можно записать в виде 

оо 
ф = V _ а -*5_ chmn(d + z) ^ j 
т " тп sh mnd 

Если имеются только две волны, движущиеся в одинаковом напра­
влении, то легко можно получить выражение для потенциала ско­
рости, описывающее явление «биений». 

XVI-3.3. Физический смысл. Длина волны. Теперь легко пред­
ставить себе физический смысл коэффициента т: поскольку ф, а сле­
довательно, и т) являются периодическими в пространстве, то т = 
= 2nlL, где L — длина волны. 

Таким образом, длина волны определяется соотношением 

к2 ~ mgth md, 
или 

/ 2л V 2 п и . 2 я
 J 

Следовательно, 
Z = = ^ i t h - 2 l l d 

2л L 

тогда скорость волны 

В частности, когда отношение dIL мало (мелкая вода), получим: 

Рис. XVI-3. Зависимость между длиной волны и периодом 
- ооласть, где справедливо соотношение L - (gf/2n) th ( 2 ^ Т - М 

ласть. гле ПППЯВРП ™„ . _ _ — ' '• " 0 0 -ЛАСТЬ, ГДЕ СПРАВЕДЛИВО СООТНОШЕНИЕ L = т Vgd 
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Если отношение d/L велико (глубокая вода), то 

th 2nd 1 и L = gTn- gT 

Зависимость величин L и С от глубины d и периода волны Т 
изображена на двух номограммах (рис. XVI-3 и XVI-4). 

С фу т/с 

О 20 1*0 60 80 d <руты 
Рис. XVI-4. Зависимость между скоростью волны н глубиной воды. 

XVI-3.4. Картина потока. Компоненты скорости будут и = -dtp/dx 
w = — d y l d z , и орбиты частиц определяются выражениями 

//L 
dz 

dt. 

В случае прогрессивной волны 
chm(d-\-z) . ... , и = ка—_и „ — L s w (kt — тх), 

w = ка 
sh md 

sh т (d + z) 
sh md cos (kt — mx)-
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™ х , ? М У - ° Р б И Т М 0 Ж И 0 Н а Й Т И ' предполагая, что отклонения от фик-
м Г и о , Н 0 И Т 0 Ч К И Z° н е в е л и ™ , так что при интегрировании можно считать х и z постоянными. Тогда ровании 

а" = хп — а 

z = z 0 + a 

ch т (d-f z 0) 
sh md 

sh m (d + z0) 
sh md 

cos (kt — mi 0 ) 

sin (/tf — mx0). 

Если возвести оба эти уравнения в квадрат и сложить их то 
" Л л ™ с а ? К Л Ю Ч И Т Ь П е р е м е Н Н У ю В ™ « случае получаем уравнение 

I ( Z - Z n ) 2 ( Д - * о ) 2 

Л2 В* 1. 

Рис. XVI-5. Движение в двухмер- Рис. XVI-6. Движение в стоячей волн 
ной прогрессивной волне. (толчее). 

1 — невозмущенкмй уровень. 1 — узел; 2 — пучность. 

Как мы теперь видим, точка хп, zo является центром эллипса, 
т. е. ее можно рассматривать как положение частицы в состоянии 
покоя. Большая полуось эллипса горизонтальна и равна 

д _ а dim (d + z 0) 
sh md ' 

а малая полуось вертикальна и равна 

В = а 

sh m ( d + z 0 ) 
sh md 

На свободной поверхности В = а, а у дна В = [ 0 (рис. KVI-5). 
Уравнение свободной поверхности будет 

г] = a sin (kt — тх). 

Для случая стоячих волн легко найти, что траектории частиц 
будут прямыми линиями (рис. XVI-6), которые определяются выра­
жением 

Z —ZP 

или 
х - Х о -^m(d + z0)ctgmx„ 

~ Ц - = + th т (d 4- z 0) tg mxr 
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XVI-3.5. Употребление выражений с комплексными числами. 
Чтобы показать, насколько упрощаются все преобразования при 
использовании комплексного выражения W = ф + £ф, мы проде­
лаем вычисление величины W для случая двухмерной монохромати­
ческой прогрессивной волны с первым порядком приближения. 

Прежде всего будет удобно изменить начало отсчета вдоль вер­
тикальной оси и поместить горизонтальную ось на дне, так что 
вертикальной координатой будет z' = d -f- z. При этом новом усло­
вии потенциал скорости будет иметь вид 

к ch mz' , , Ф = — а -. — cos (mx— kt), 
т sh md 

или, если положить 
А — I 

то 
т sh md ' 

Ф = A ch mz' cos (mx — kt). 

Функция тока ф определяется одной из следующих операций: 

или W = д<р 
дх 

<9гр 
W dz' 

5ф 
дх 

откуда сразу находим 
ф == A sh mz' sin (mx — kt). 

Тогда 

W = ф -f гф = A [ch mz" cos (mx—kt) + * sh mz* sin (mx — frr)]. 

Используя соотношения 

ch mz" = cos imz', sh mz" = —i sin tmz" 

и подставляя их в выражение для W, получаем 

W = A [cos imz"cos (mx — Atf) -f sin imz' sin (mx — kt)], 

т. e. 
W = A cos (mx — imz' — kt). 

Вводя сюда комплексное число Z = х — iz' , получаем очень про­
стое соотношение Ц ,., 

W = ф + гф = A cos (mZ — kt). 

Потенциальная функция скорости ф дается вещественной ча­
стью выражения для W, а функция тока ф — его мнимой частью 

Аналогично, для стоячей волны выражение для W будет иметь] 
вид 

или 
W — 2А sin mZ cos kt, 

W = 2A cos mZeos kt. 
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XVI-4. Трехмерное волновое движение 

уравнения, ^ J S ^ ^ S S ^ S ^ S T ^ **" » 
I , д* \ 
{ixT+^yT + m^U^O, 

находим, что 
дЮ 

-P°-U = 0, дЮ 
+ q2U = 0, 

где^ и q - вещественные или комплексные константы, так что т2 = = р2 q2. 
В качестве примера трех­

мерного движения рассмотрим 

А 
Рис. XVI-7. Прямоугольный 

бассейн. 

\УХ) 

А /ft 
1 

7 1 
К 

, — — — —I 

Рис. XVI-8. Функции Бесселя первого 
порядка. 

С Л ^ н и ; ^ Оссеине (рис. XVI-7). 

^ = 0 и л и ^ = 0 д л я { ^ « -

Легко можно показать, что решение уравнения 

будет иметь вид (V 2 г m2)U = 0 

. cos cos —— 
а и 

где р = гя/а, q = SJI /Ь , а г и ь являются целыми числами. Также 
нетрудно показать, что решение уравнения у 2 ф = 0 будет 

к chm(d-\-z) rnx TNU 
Ф= — а г—з—-cos cos —р2-. 

IR sh md a b 
Общее решение можно записать в виде 

кп chmn (d-j-z) 
тп sh m„d 

i=0 / = 0 л=0 

к% = mng th m„d и p] + = m£ 

CO CO CO 

*=222-»£ COS - ^ 1 COS » 

где 
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В этом месте надо сделать одно замечание относительно кривизны 
свободной поверхности. Уравнение двухмерного движения 

показывает, что кривизна свободной поверхности пропорциональна 
возвышению свободной поверхности т], поскольку т| = ALL. Таким об­
разом, форма свободной поверхности описывается синусоидальной 
кривой. В случае же трехмерного движения мы имеем 

т. е. возвышению свободной поверхности теперь пропорциональна 
суммарная кривизна (кривизна в направлении ОХ плюс кривизна 
в направлении OY). Некоторые виды трехмерного волнового движе­
ния часто называют «волнами с короткими гребнями». 

XVI-4.2. Цилиндрическая волна. Уравнение неразрывности в ци­
линдрических координатах имеет вид 

D*Q? • 1 ДЦ . 1 6>2Ф D*W _ 

DR* "Г" Г ~Ъ~Г* ~Г* DQ* ~Г" DZ* ~ 

Если движение осесимметрично, то <92ср/д02 = 0, и решение будет 

ср = £7 (г) Р (z) е* <«•<>. 

Волновое уравнение ( у 2 + Т2) U = О для цилиндрических волн 
приобретает вид 

т. е. представляет собой уравнение Бесселя нулевого порядка. Ре­
шения для U даются в виде любых линейных комбинаций функций 
HQ11 (ТГ) и Н(

0

Г) (ТГ) или в виде любых линейных комбинаций функций 
/ о (ТГ) и Уо (ТГ). На рис. XVI-8 и в приводимой ниже таблице при­
ведены величины для функций / о и YO и соотношения между всеми 
четырьмя функциями. Их физический смысл помогает понять ана­
логия с синусоидальными функциями. Если величина ТГ становится 
очень большой, то можно показать, что H0

V (ТГ) ^ АЕСВ, НЙ

Г) (ТГ) 
Я« AE~LB, JO (ТГ) «=s A cos В,ЩУО (ТГ) <=а A sin В, причем А = 
= У2/(ЛТГ), В = (ТГ — я/4). 

В двухмерном движении А заменяется через А, а 5 — через 
(ТХ -f- е). 

Мы видим, что высота волны, которая определяется амплитудой 
величины U, пропорциональна величине А. Она убывает с расстоя­
нием от центра как Г / г . Эта закономерность следует также из условия 
сохранения количества переносимой энергии (см. XVI-6). 
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XVI-4.3. Возбуждение волны в круглом бассейне. Граничное 
условие для круглого бассейна будет 

9fD А dV I п . —- = 0 , или — = 0 , 
or r=R ОГ \r=R 

где R — радиус бассейна. Можно показать, что решение для U 
имеет вид 

U = J„ (tnr) cos nQ, 
где / „ — функция Бесселя га-го порядка. Если п = 0, то U = J0 (тг), 
и движение представляет собой стоячую круговую волну. 

XVI-5. Нелинейная теория волн 

XVI-5.1. Общий порядок вычислений. Предполагается, что две 
неизвестные функции, потенциал скорости ф и возвышение свобод­
ной поверхности т] могут быть представлены в виде степенных рядов, 
полученных разложением по произвольному параметру а, имеющему 
размерность длины. Обычно в качестве параметра а берут половину 
высоты волны. 

Итак, предполагается, что имеют силу следующие соотношения: 

Ф = аф х + а 2 ф 2 + « Зфз г • • • -I а п ф „ + . . ., 

л = ат)! + а 242 + а3% + • • • + а П ) 1 , , т • • • 
Подставляя указанное выражение для ф в уравнение неразрыв­

ности у 2 ф = 0, мы видим, что каждый из членов ф„ является неза­
висимым решением уравнения Лапласа у2Фл = 0- Каждая функция 
Ф„ также удовлетворяет граничному условию на твердой границе 
дц>п/дп = 0 и условию на свободной поверхности. 

XVI-5.2. Условия на свободной поверхности. Условия на сво­
бодной поверхности выражаются через величины, относящиеся к не­
возмущенному уровню (z — 0). Разлагая функцию ф (х, у, 0 + п. 0 
в ряд по степеням т), получаем 

/ ч / n ^ , Г <?Ф (х. у, 0, 0 "1 . 

Ф(х, у, п, 0-ф(х, у, 0, дъ J + 
ил в 

W„, = M,.. + ,[f]M + f 
Подставляя это выражение для ф в условия для свободной по­

верхности, приведенные в XVI-1.4, получаем для кинематического 
условия 

и для динамического условия 

Теперь задача полностью сформулирована: подстановка выраже­
нии для Ф и TJ, полученных в XVI-5.1, в Приведенные выше условия 
для свободной поверхности позволяет выполнить необходимые вы­
числения. 

• XVI-5.3. Метод решений. Полученные соотношения должны 
быть справедливы для любой величины а, поскольку а выбирается 
произвольно. Группируя члены с одинаковыми степенями а полу­
чаем ' J 

dt J V dz ~ d t -г ii d z 2 ЪТ~дх Ту—ду~) + 

+ as(. . . ) + . . . = 0 

Это ведет к следующим соотношениям, которые не зависят от ве­
личины а: 

dz dt 

dz ~ at 1 'l dz* dx dx dy Ty~~U' 

L + ^ i = 0, 

Эти уравнения объединяют в пары и решают относительно ф„ | г _ 0 

и т)„ зная перед этим ф л _ г | 2 _ в и *]„_! и используя уравнения 
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Д2Фл = 0 и dyjdz ] z = _ d = 0. Например, исключая т) из двух пер­
вых уравнений, линейных относительно а, получаем 

L AN ё AZ _U 0 

Полученное выражение можно сравнить с условием Коши — 
Пуассона, полученным ранее. Тогда линейное движение будет опре­
деляться соотношениями ф = аф х и т) = AI\L. 

На практике исследование нелинейных задач требует очень дли­
тельных и трудоемких вычислений. Иногда в случае двухмерного 
движения их мояшо сократить, вводя функцию 

И / = ф + 1 Ч \ 

где г|> — функция тока, а I =^V—1. 
XVI-5.4. Уравнение Бернулли и принцип Рэлея. В случае пери­

одической прогрессивной волны, движущейся в направлении ОХ 
со скоростью С, общее решение для ф будет 

(f> = P(z)F(x-Ct), 
откуда 

£**-CP(z)F'(x-Ct) 
и 

ду 
tx=P(z) F'(x-Ct). 

Отсюда получаем, что 

\dt дх 

Вводя эти выражения, мы видим, что уравнение Бернулли в слу­
чае прогрессивной волны приобретает вид 

-Си + ±(и2 + и>2) + £ + gz = 0, 

или после^екоторых элементарных преобразований можно записать 

{С2 - 2Си + и2 + w2 + Ц- + 2gz = С2. 

Так как С 2 и р являются постоянными на свободной поверхности, 
то динамическое условие для свободной поверхности после деления 
на С 2 приобретает вид 

/ и —С \ 2 ц>2 2gT) 

Константу можно выбрать равной единице. Мы видим, что движе­
ние можно рассматривать как стационарное, если выбрать новую 
систему относительных координат. В этой новой системе координат 
начало оси ОХ перемещается со скоростью волны С. Это и есть прин­
цип Рэлея. 

XVI-6. Поток энергии и групповая скорость 

XVI-6.1. Поток энергии. Средний поток энергии на единицу 
длины гребня волны, проходящий через фиксированную вертикаль­
ную поверхность, параллельную гребню, равен 

FCP^Y f J (KP^- + p + pgz)udzdt,{ 
t -d 

или, если использовать уравнение Бернулли, в котором / (t) предпо­
лагается включенной в dcp/dt, 

T+Т т) 

^^-dzdt. 
dt дх 

Эта формула является общей, и в нее можно подставлять выраже­
ния потенциала скорости ф для любого безвихревого волнового 
движения, линейного либо нелинейного. В случае линейной периоди­
ческой прогрессивной волны (см. XVI-3.2) имеем 

Ф = — а г-5-^—- cos (kt — тх). 
Т Т sh ТА 4 ' 

Подставляя это значение ф в приведенное выше выражение для 
потока энергии, получим 

t -d 

откуда, интегрируя и пренебрегая некоторыми членами высших 
порядков, находим 

что в случае глубокой воды ведет к выражению 

СР И-+СО 4 r s 2л 

а в случае мелкой воды — к выражению 

^ c p U 0 =jpga2]/"gd. 

XVI-6.2. Энергия, приходящаяся на длину волны, и скорость 
распространения энергии. Энергия, содержащаяся в объеме жидкости, 
ограниченном единицей длины вдоль гребня, полной длиной волны 
вдоль направления движения волны и расстоянием от свободной 
поверхности до дна по вертикали, равна сумме кинетической и по­
тенциальной энергий: 

X+L 7) 

E = p-j ^\±V2 + gz~\dzdx. 
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Подставляя сюда выражение 

и пренебрегая некоторыми членами высших порядков, находим, что 
в случае простой линейной периодической прогрессивной волны 
потенциальная энергия Е Р равна кинетической энергии Е К , а пол­
ная энергия указанного объема жидкости равна 

E--=EP + EK = ±-pga°-L. 
Эта энергия на единицу длины в направлении распространения 

волны равна в среднем 
Ecp^jpga2-

Поделив величину потока энергии на величину энергии, содержа­
щейся в столбе воды единичного поперечного сечения, получим ско­
рость распространения энергии 

U e 4 ^ = У С [ 1 + " Ь ¥ 1 » Т ] ' 

т. е. Ue = у gT/(2n) на глубокой воде и UE = Vgd на мелкой 
воде. Это означает, что на глубокой воде энергия распространяется 
вдвое медленнее самой волны, а на мелкой воде — со скоростью са­
мой волны. 

XVI-6.3. Групповая скорость. Рассмотрим линейную суперпози­
цию двух прогрессивных волн одинаковой амплитуды и слегка раз­
личающихся периодов: 

т) = a sin (mx — kt) -\ а sin \(т -f 6m) a; — (k + bk) t], 

где б т и 6к будем считать малыми величинами. Это выражение можно 
переписать в виде 

г) = 2а cos Y (bmx — 8kt) sin ^ m J - -^гг~) ( ^ + " 2 " ) > 

и, поскольку б т и ok малы, то 
и ^ 2а cos — (Ьтх — dkt) sin (mx — kt). 

Результат показывает, что мы имеем волну 2а sin (mx — kt), 
модулированную членом 

cos j (Ьтх — bkt) = cos - i 6m (^x — t^j , 

который в свою очередь представляет волну, перемещающуюся 
со скоростью U = ок/(&т). Поскольку скорость волны С = к/т, 
то 6/с = 6 (тС) и отсюда U = 6 (mC)l(bm), т. е. в пределе, когда 6 т 
стремится к бесконечно малой величине dm, мы получаем (заменяя, 
кроме того, m на 2л/L): 

ц d(mC) £ dC 
dm dL 
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Подставляя сюда величины С = (gT/2л) th (2лd/L) и L = СТ, 
находим, что 

т г С I . 2md \ 
~ Т Г у sh2md ) • 

Интересно отметить, что это выражение совпадает с выражением 
для скорости распространения энергии UE. Это вытекает из того 
факта, что в случае, когда мы имеем цуг волн, состоящий из отдель­
ных групп, разделенных «узловыми» точками, где амплитуда волн 
равна нулю, энергия не проходит через эти узловые точки. Таким 
образом, скорость распространения энергии определяется скоростью 

Рис. XVI-9. Зависимость 
относительной скорости 
волны и относительной 
групповой скорости от 

глубины. 
1 — ОТНОШЕНИЕ С/С„; 2 — 

ОТНОШЕНИЕ U/С0. 

1.0 

0.8 

0,6 

OA 

0.2\ 

1 

2 

0.1 0,2 аз OA d/L0 

перемещения групп, или групповой скоростью. Групповая скорость 
и скорость распространения энергии равны друг другу. Важно под­
черкнуть, однако, что это правило справедливо только в случае 
линейных волн. Величины U/Co и С/С0, где Со — скорость волны 
на глубокой воде (С0 = gT/(2л)), показаны на рис. XVI-9. 

XVI-6.4. Выход волн на мелководье. В случае когда волна 
распространяется над очень пологим уклоном дна, считается, что 
волновое движение остается таким же, как если бы дно было гори­
зонтальным. Другими словами, деформацией картины потока, об­
условленной наклоном дна, пренебрегают. Далее предполагают, что 
поток энергии в такой волне остается постоянным, а отсюда следует, 
что высоту волны 2а на данной глубине d можно определить как 
функцию от высоты волны 2а о на глубокой воде с помощью формулы 

т. е. 

откуда 

СР | d СР I d-

2md 

2а 
~2а~о~ 

II 
Но 

* - ( Ч " # Г ) Х 
20 ЗАКАЗ 769 Я05 



Используя выражение 

где Lo = gT2/(2n) — длина волны на глубокой воде, можно рассчи­
тать величину отношения Н/Но в виде функции только от d/Lо. 
Результат таких вычислений представлен на рис. XVI-10. 

И/Н0 

1.3 гЛ 1 1 1 1 — — | 

1.1 

0.9 

Рис. XVI-10. За-
висимость относи­
тельной высоты 
волны от глубины. 

0.1 0 . 2 0.3 OA d / L 0 

XVI-7. Сводка формул теории волн малой амплитуды 

На рис. XVI-11 изображены величины sh (2nd/L), ch (2лd/b) 
и th (2ndlL) как функции от d/L. В табл. XVI-1 и XVI-2 представлена 

12 г 

Рис. XVI-11. Зависи­
мость гиперболических 
функций от относитель­

ной глубины. 
— функция Ю th (2л<7/ь); 

2 — функция ch (2nd)/L); 
3 — функция sh (2nd/1.). 
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11 
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0.1 OA 0,5 0.2 0.3 
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сводка формул для линейных периодических волн на глубокой воде, 
на воде промежуточной глубины и на мелкой воде. В первой таблице 
даны формулы для прогрессивных волн, а во второй — для стоячих. 
3(ifi 



Л'родолжепие табл. XV1-1 

Глубокая вода 
d / L > 0 , 5 

Вода промежуточной глубины 
0 . 5 X / / L > 0 ,05 

Мелкая вода 
d / L < 0 ,05 

Форма 
орбит 

Уравнение 
свободной 

поверхности 

Окружности Я_ е т 2 о 

радиуса 2 

Эллипсы: 
большая полуось 

Я chm(d-f-z 0) 
sh md 

малая полуось • 
Я shm(d-\-z0) 

sh md 

Прямые линии ^ Т л Г g_ 
длиной 2л г d 

т) = sin (Act — mx) т) = sin (kt — mx) 
H sin (kt — mx) 

Давление 

Энергия на 
длину волны 
и на едини­
цу ширины 

гребня 

Средний по­
ток энергии 
на единицу 

ширины 
гребня 

p g -

Н 
-Pgz + 

'• sin (kt — mx) 

Ek = Ep~=^E 

H chm(d-f-z) . , , 
p = - p g z + p g - 2 ^ V

m J sin (kt - mx) 

H 
ch md 

sh mz0 

-pg*o 2 shmdchmd sin (Art —mx 0 ) 

11 
p = — pgz + pg - 5 - sin (Act — mx) 

1 / Я \ 2 g7" 
4 P 4"2-J "ST Pi' 

2rod 
sh 2m d 

^ P g i ^ r Y V g d 

Таблица XVI-2 
Стоячие волны (толчея), 1-е приближение (линейная теория) 

Глубокая вода 
d/L>o,b 

Вода промежуточной глубины 
0 , 5 > r f / L > 0 , 0 5 

Мелкая вода 
d/L<o,oro 

Потенциал 
скорости 

ф = п е cos mx sin Act 
Z m 
Я g 

ф = =- - 7 - « m 2 cos mi sin Act 
2 к 

Я Ac ch m(d + z) • , 
ф = = —; cos mx sin Act 

2 m sh ma 
Я g ch m(d + z) ф = к- -: r-̂  : cos mx sin A-t 2 Ac ch md 

H g 

ф = 5- — cos mac sin Act 

Компоненты 
скорости 

и — 5- k e m z sin ш sin Act 

w = Acemz cos mx sin Act 

Я , chm(d-fz) . . , и = — A; — j — - sin mac sin Act 2 sh md 
Я , shm(d-r-z) . , u> = -я - Ac —;—- cos mx sin Act 2 sh md 

я i / 7 . 
и = g- 1/ sin mac sin A-t 

ш = 0 

Орбиты 
частиц 

ac — ^o = - ^ - « m z ° sin mac0 cos Act 

z — z 0 = 2~ eTnz° c o s m a : o c ° s Act 

H chm(d- fz 0 ) . •г — x0 = — ^ — - — s i n macn cos Act 2. sh md 
Я sh m(d + z„) 

z ~ 4 = F; r — ~ — cos mx0 cos A-t 
2 sh md 

x — aco = 
H T i / T • 1 , 

= - Г 1 5 Г K 7 S M M A : O C O S * < 

2 — Zq = 0 
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XVI-8. Различие между волнами на воде и нестационарным потоком 
сквозь пористую среду 

XVI-8.1. Обзор основных допущений. Перед тем как завершить 
рассмотрение теории волн малой амплитуды, представляется инте­
ресным провести параллель между нестационарным потоком через 
пористую среду и безвихревыми волнами на воде, а также подчерк­
нуть существенные различия между этими явлениями. 

Напомним, что исследование осредненного потока сквозь пористую 
среду обычно позволяет пренебречь всеми силами инерции, как 
локальной, так и конвективной (см. IX-2.3). Давление и массовые 
силы всегда уравновешиваются силами трения. В случае волн 
на воде давление и массовые силы уравновешиваются силами инер­
ции, а силами трения пренебрегают. Вследствие равенства между 

t=0 
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K(x,t) | t 
V///////////// 

Рис. XVI-12. Возмущение в потоке сквозь пористую среду h (х, t) 
монотонно затухает, а возмущение на свободной поверхности воды 

Т] (х, t) приводит к колебаниям. 

давлением, массовыми силами и силами трения в пористой среде 
эффект волны на воде там невозможен. Например, рассмотрим возвы­
шение свободной поверхности, существующее в начальный момент 
t = 0 в виде т] (х, t) в открытом водоеме и в виде h (х, t) в пористой 
среде (рис. XVI-12). Горизонтальная скорость в начальный момент 
в обоих случаях равна нулю. 

В случае волн на воде потенциальная энергия превращается в ки­
нетическую по мере того, как и (х, t) стремится к нулю, а затем кине­
тическая энергия в свою очередь превращается в потенциальную. 
Положение свободной поверхности колеблется около невозмущенного 
уровня, обозначенного на рисунке через SWL (still water level), 
и начальное возмущение порождает волны на воде. 

В случае потока через пористую среду потенциальная энергия 
в любой момент рассеивается (диссипируется) силами трения. Возвы­
шение свободной поверхности медленно стремится к положению 
невозмущенного уровня. Практический интерес представляет слу­
чай, когда оба указанных явления могут наблюдаться одновременно. 
Такая ситуация имеет место, когда волновые движения свободной 
поверхности моря (приливного или ветрового происхождения) про­
исходят вдоль водопроницаемой земляной насыпи или набережной. 
Колебания зеркала грунтовых вод, обусловленные волновыми дви­
жениями морской поверхности, очень быстро затухают с удалением 
от моря. 

Все эти факты, разумеется, могут быть проиллюстрированы 
строгими выкладками и вычислениями. Теперь мы перейдем к 

311 



краткому параллельному рассмотрению наиболее типичных уравне­
ний указанных двух видов движения. 

XVI-8.2. Динамические условия. Обе задачи сводятся к опре­
делению потенциала скоростей ср, удовлетворяющего уравнению 
Лапласа у2ср = 0. Напомним (см. IX-2.6), что потенциал скорости 
для потока сквозь пористую среду в случае двухмерного движения 
определяется выражениями: 

ду 

где обозначения осреднения по пространству — двойные черточки 
над и и v — опущены ради простоты. Напомним, что при этих усло­
виях 

т ре 
В частности, ср = h на свободной поверхности, где z = h (х, у) 

по определению. Таким образом, уравнение свободной поверхности 
будет 

h(x, t) = y(x, z, t)\z=h 

или также 
h (х, t)=q>\x, h(x, t), t]. 

He употребляя слова «динамический» в отношении полученного 
выражения, заметим, однако, что оно соответствует динамическому 
условию для свободной поверхности в случае волн на воде: 

Мы видим, что в линеаризованном варианте основное различие 
между этими двумя выражениями состоит в том, что в одном случае 
величина h пропорциональна ср, а в другом — члену dy/dt, обусло­
вленному локальной инерцией. 

XVI-8.3. Кинематическое условие. Напомним (см. XVI-1.4), 
что кинематическое условие для волн на воде имеет вид 

Г дер дг\ . dw dx\ ~| I 
\_1z~ dt ' Их ~дх J 

Аналогичное уравнение существует и для потока сквозь пори­
стую среду. Однако из-за того, что вода заполняет лишь пустоты 
пористой среды, а также за счет несколько иного определения по­
тенциала скоростей, это уравнение несколько видоизменяется, так 
как в нем учитывается зависимость от коэффициента пустотности е 
и от коэффициента фильтрации К. Это делается следующим образом. 

Рассмотрим элемент da свободной поверхности в момент ( и в мо­
мент / J- dt (рис. XVI-13). Объем жидкости ABCD равен расходу 
через участок поверхности АВ, умноженному на интервал времени dt. 
С одной стороны, этот объем равен Edadn, где е — коэффициент 
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пустотности, a dn = (dh/dt) dt cos а. С другой стороны, расход 
жидкости через участок поверхности АВ за время dt равен 

(и sin ada + w cos a do) dt. 

Подставляя значение tg а = -dh/dx, заменяя в и ш и х значе­
ниями -К dy/dx и -К dy/dy и деля все на cos a dt, получаем 

dw е dh dw dh 
~ К ~dT<"~dx Их 

среду 0 " е С Т Ь к и н е м а т и ч е с к о с У с л овие для потока сквозь пористую 

Рис. XVI-13. Обозначения, используемые при выводе 
уравнения свободной поверхности. 

Поскольку на свободной поверхности 

z = h(x, t)=<p[x, h(x, t), t], 

то, дифференцируя это соотношение no t и по х, получим (здесь * 
означает t либо х): v А 

dh_ __ _йф _дф dh 
д* d* *~ dhlh' 

что можно переписать в виде 

£1 _ (\ _ дЦ> \ dh , 

££. = ( \ L * М d h л 
dt • V dz )~ЬН ~ U -
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Подставляя эти два соотношения в полученное выше уравнение, 
мы можем исключить h, и тогда получим выражение 

Е Оф _ / д<р \ 2 / gy 42 дф 

К dt ~~~ \ дх ) ' \~дТ) 

которое можно также записать в виде 

К dt ~~ дх '\У дх )~>~дТ \Ч dz ) дг ' 
поскольку у 2 ф = 0. В случае, когда вертикальная компонента 
движения мала и величиной dyldz можно пренебречь, получаем 
(учитывая также, что ф = h) 

±_dh_ д_ (ъ dh \ 
К dt ~ ~дх \ ~дх~) * 

что представляет собой так называемое приближение Дюпюи. Пред­
полагая теперь, что изменения величины h невелики по сравнению 
с самой величиной h (h — d + tj), получим 

e дц <92r| 

что представляет собой уравнение типа уравнения теплопроводности. 
Основные уравнения теории двухмерных волн и теории потока 

сквозь пористую среду выписаны в таблице на стр. 314. 
XVI-8.4. Форма решений. Теперь мы можем математически по­

казать, что «эффект волны на воде» невозможен в случае потока 
сквозь пористую среду. 

В случае волн на воде л пропорционально dy/dt, или dyldz 
пропорционально d2yldt2, а так как 

Ф = / (х , z)ei't

1 

то очевидно, что dyldz пропорционально величине п 2 ф, которая 
является вещественной. Поэтому для волн на воде существует перио­
дическое решение. 

В случае потока сквозь пористую среду волновой эффект невоз­
можен, поскольку h пропорционально ф, a dyldz пропорционально-
dy/dt. Отсюда видно, что решение вида ф = / (х, z) eut ведет к мни­
мому соотношению между h и ф, если только величина а не является 
мнимой. В этом последнем случае (ст — мнимая) произведение icr 
будет вещественным, а это означает, что движение будет экспонен­
циальным во времени, а не колебательным. 

Рисунок XVI-12 физически поясняет высказанные соображения. 

УПРАЖНЕНИЯ 
XVI-1. Найдите уравнение линий тока, эквипотенциальных линий, траекто­

рий и линий равного давления (изобар) в линейной периодической прогрессив­
ной волне. 

О т в е т : линии тока: (fc/m)[sh m (d + z)/(sh md)] cos mx = const; изо-
бары: z = —a{[ch m(d -f- z)]/(ch md)) cos (kt — mx). 
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XVI-2. Найдите уравнения линий тока, эквипотенциальных линий, траек 
торнй и изобар в линейной периодической стоячей волне. 

О т в е т : линии тока: (к/т){ [sh т (d + z)]/(sh md)} sin тх = const; изо 
«ары- z = —2а {[ch т (d + z)]/(ch md)} cos mx sin kt. 

XVI-3 Покажите с помощью линейной теории длинных волн, что своОодна 
поверхность в двухмерной основной (одноузловой) сейше в бассейне с параболи 
ческим дном 

d (х) = d, 

представляет собой прямую линию. 
Покажите, что свободная поверхность первой гармоники представляет 

собой параболу. , 
О т в е т : возвышение свободной поверхности в основном колеоашш 

2х 2я 
~Т~1 

возвышение свободной поверхности в первой гармонике 

3x2- *Ъ НИ*)-
XVI-4. Рассчитайте длину волны L как функцию глубины d в случае, 

когда период Т равен 8, 10 и 12 с. Определите минимальную величину отноше­
ния d/L, при которой длину L можно определить по формулам теории глубокой 
воды, а также максимальную величину этого отношения, при которой примене­
ние теории мелкой воды дает погрешность не более 5%. 

XVI-5. Покажите, что потенциал скорости в случае линейной периодической 
прогрессивной волны на глубокой воде будет 

к Ф = — а — е cos (kt — mx), m 

и дайте выражение для давления р (х, z, t) и для своооднои поверхности. Пока­
жите почему в качестве предела применимости указанного выше выражения 
для ф обычно используется критерий d/L 0,5. Объясните почему построение 
рефракционной волновой диаграммы надо начинать при d/L > U,d. 

XVI-6. Выведите выражение для р (х, z, t) в случае двухмерной периоди­
ческой линейной прогрессивной волны на промежуточной глубине. 

О т в е т : 
Р 
Pg 

-*-г 
Я chm (d + z) 
2 ch md 

cos (kt — mx) • pa 
~P~g 

XVI-7. Рассмотрите соотношение 
№ — mgthmd 

я выведите выражение 

L 2я 
XVI-8 Покажите что траектории частиц в двухмерной периодической 

линейной стоячей волне являются прямыми линиями и нарисуйте примерную 
картину потока. 

О т в е т : 
z — z 0 -thm (<2 + z 0 ) c tgmx 0 . 

XVI-Э Определите периоды свободных колебаний (основного и первы 
десяти гармоник) в двухмерном бассейне, имеющем 10 футов в длину и дв 
в глубину Определите три наиболее долгих периода свооодных колеоании в пря 
моугольном бассейне со сторонами 10 на 8 футов и глубиной 2 фута. 
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XVI-10. Найдите погрешность величины С, определенной согласно прибли­
жению теории глубокой воды (С = gT/2n) в случае, когда d/L = 1/3. Опреде­
лите минимальную величину d/L, которая дает ту же погрешность при опреде­
лении величины С согласно приближению теории мелкой воды (С = Г gd)-
Определите такую величину d/L, при которой погрешности за счет каждой 
из теорий равны друг другу. 

XVI-11. В фиксированной точке морского дна регистрируется давление р (t), 
изменяющееся за счет периодической волны. Глубина воды является промежу­
точной. Найдите выражение, с помощью которого, зная данную флуктуацию 
давления, можно определить высоту волны. 

ch md \ T J 

XVI-12. Найдите величину давления на вертикальную стенку (в первом 
приближении) и определите соответствующий метод расчета устойчивости вер­
тикального мола. 

О т в е т : максимальное давление на вертикальную стенку со стороны моря 
аппроксимируется линейным распределением от уровня поверхности моря 
d + Н, где давление равно нулю, до дна, где давление равно 

Pb = Pg [d + H (ch-SL)"1"], 
Со стороны гавани на стенку действует более низкое гидростатическое 

давление, достигающее у дна величины pgd. Результирующее воздействие равно 
разности указанных двух давлений. Далее находятся опрокидывающий момент 
и касательное напряжение трения о дно, как для гравитационной плотины. 

XVI-13. Будем считать, что выполняется принцип сохранения энергии, 
переносимой между волновыми ортогоналями. Можно показать, что при гори­
зонтальном дне волна обрушивается, когда ее крутизна H/L стремится к вели­
чине 0,14 th (2nd/L). Будем считать, что этот критерий сохраняется в том слу­
чае, когда волна опрокидывается над полого наклоненным дном, подходя к изо­
батам под некоторым углом. Рассмотрим теперь периодическую волну, приходя­
щую из района глубокой воды и движущуюся под углом а 0 к изобатам. Изо­
баты — параллельные прямые, а уклон дна очень невелик. Установите метод 
расчета угла аь, который гребень опрокидывающейся волны составляет с ли­
нией берега, глубины db, на которой происходит обрушение, и высоты волны 
в момент обрушения Нь. Эти величины надо определить как функции от а 0 , 
высоты волны на глубокой воде Н0 и периода волны Т. 

О т в е т : расстояние между ортогоналями 

Ь0 cos а 0 . 
Ъь cos <хь 

поток энергии 

H%boV0 = HlbbVb, 

Lb sin a;, _ ^ 2ndb 
L0 s i n a 0 ~ Lb ' 

Lb Нь H0 

LQ Нь Ho LQ 

Пусть a = 2ndb/Lb, t = th a, s = sh 2a. Тогда 

и.ш ^ 1 + s j - L o \ i _ * 2 S j n * a o ) ' 

откуда получаем величину db/Lb как функцию от Н0, L0 и а 0 . Величина Lb 

находится из соотношения Lb/L0 = t, затем определяется db и, наконец, ав. 
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Глава XVII 

ГИДРАВЛИКА ОТКРЫТЫХ РУСЕЛ И ТЕОРИИ ДЛИННЫХ 
ВОЛН 

XVII-1« Стационарный поток в открытом русле 

XVII-1.1. Однородный поток, нормальная глубина и критическая 
глубина. XVII-1.1.1. Г и д р а в л и ч е с к и й р а д и у с и ф о р ­
м у л а Ш е з и . XVII-1.1.1.1. Большая часть основных уравнений 
этой главы может быть получена: 1) из уравнений Эйлера, в которых 
некоторые члены приняты равными нулю, а трение учитывается 

Рис. XVII-1. Однородный поток. 

с помощью эмпирического члена; 2) из обобщенного уравнения Бер­
нулли, в которое подставлено условие на свободной поверхности 
вида р = ра, где ра — атмосферное давление; или 3) путем непо­
средственного применения уравнения импульсов, в котором сохра­
нены только наиболее важные члены. 

Будут использованы все три подхода, однако следует все время 
помнить, что все эти математически различные описания движения 
вытекают из одного и того же уравнения Ньютона и что не существует 
критерия для предпочтения одного из них другому. 

XVII-1.1.1.2. Рассмотрим однородный поток, параллельный оси 
ОХ (рис. XVII-1). Поскольку движение является стационарным, 
то д (и, v, w)ldt = 0, а поскольку движение однородно, то v = iv = 
= 0 и ди/дх = 0. Отсюда сразу следует, что все инерционные члены 
равны нулю. Кроме того, силы давления, действующие на обе сто­
роны элементарного слоя жидкости, расположенного поперек по­
тока, уравновешивают друг друга. Толщина элементарного слоя 
равна Ах, а площадь каждой из сторон равна площади поперечного 
сечения А. Направленные вдоль оси OZ компоненты сил давления 
и тяжести также уравновешивают друг друга независимо от скорости 
потока. Таким образом, единственными заметными остающимися си-
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лами являются: компонента силы тяжести вдоль оси ОХ и касатель­
ные напряжения, т. е. 

pgA Ах sin 8 = Ах J т dP, 

где Р — «смоченный периметр», т. е. длина подводной части пери­
метра поперечного сечения A, at — касательное напряжение на еди­
ницу площади поверхности. 

XVII-1.1.1.3. В общем величина т изменяется от одного места 
к другому, за исключением случая потока в трубе кругового сече­
ния, где она неизменна за счет симметрии. Однако благодаря вторич­
ным течениям (см. VIII-2.4) изменчивостью величины т от места 
к месту часто можно пренебречь. Тогда приведенное выше уравнение 
запишется в виде 

pg-T^-sinB = т. 

Величина RJj = А/Р, имеющая размерность длины, называется 
гидравлическим радиусом. Очевидно, что в случае прямоугольного 
поперечного сечения с шириной I и глубиной h мы имеем 

l + 2h ' 

причем Rt[ стремится к h при I ->• ooj т . е. на практике в случае 
широкой реки или канала можно считать, что RH = h. В случае 
круглой трубы радиуса R получаем 

Н н - 1 л 1 Т = -2-

XVII-1.1.1.4. В случае реки или канала число Рейнольдса обычно 
велико, так что поток полностью турбулизирован. В этом случае 
можно считать, что касательные напряжения связаны с осредненной 
скоростью [V = (НА) ffj udA квадратичным соотношением вида 

А 

т = р / Г 2 , 

где / — безразмерный коэффициент трения. Тогда получаем 
V = ''[RH sin ву'*. 

Величина [g/f]''2 = Ch называется коэффициентом Шези и имеет 
размерность [ Ь Т - 2 ] ' / г . Отсюда / = g!C%. Поскольку уклон S обычно 
мал, то 

5 = T G E ^ S I N E , 
и окончательно получаем 

V = ChVRHS. 
Это — формула Шези. 
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Тогда расход Q„ = VA будет равен 

Qn=--AChVRlTS. 
Величина К = AChYRn называется модулем расхода (или про­

пускной способностью) канала или русла и зависит только от гео­
метрии поперечного сечения и от глубины. Величина Оп называется 
нормальным расходом и определяется как функция глубины потока 
для данного канала. 

XVI1-1.1.1.5. Коэффициент Шези и величину / можно опреде­
лить только экспериментально. Найдено, что 

„ 1,486 „• /«* 

где гидравлический радиус R„ дан в футах, а п — коэффициент 
Маннинга. Величина п дается в виде функции от относительной ше­
роховатости и на практике колеблется в пределах от 0,01 до 0,03. 
Подставляя это выражение в формулу Шези, получаем формулу Ман­
нинга 

п 

и модуль расхода тогда будет равен 

п 

XVII-1.1.2. Н о р м а л ь н а я г л у б и н а и п е р е х о д ­
н а я г л у б и н а . Нормальной глубиной hn называется расстоя­
ние от свободной поверхности однородного потока до наиболее низ­
кой точки ложа канала. Нормальная глубина определяется равен­
ством 

У S 

где К (hn) — функция, характеризующая пропускную [способность 
канала. В случае широкого прямоугольного канала, когда RH = 
= hn, нормальная глубина будет равна 

К я 7. 

где q — расход на единицу ширины. Мы видим, что (для данного 
канала или русла) данной глубине соответствует единственное зна­
чение расхода — нормальный расход, а данному расходу соответ­
ствует единственное значение глубины — нормальная глубина. 

XVII-1.1.2.1. В случае неоднородного потока член (d/dx (V2/2) 
уже не будет равен нулю, а значит, сила тяжести и сила трения уже 
не уравновешивают полностью друг друга. Глубина h не равна нор­
мальной глубине, а является теперь «переходной» глубиной, которая 
неодинакова вдоль канала и может принимать значения как больше, 

* В метрических мерах коэффициент 1,486 заменяется единицей. — Прим. 
ред. 
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так и меньше, чем hn. Например, переходная глубина на участке, 
расположенном вверх по течению от плотины, будет больше, чем 
нормальная глубина. 

Считается, что все величины и формулы, связанные с коэффи­
циентами /, Ch и п и полученные для случая стационарного однород­
ного потока с нормальной глубиной, остаются справедливыми и в слу­
чае неоднородного потока с переходной глубиной. Вообще говоря, 
недостаток точной информации о величине коэффициента трения 
приводит к погрешностям, сравнимым с погрешностями, обусло­
вленными допущениями при самой аппроксимации. Следовательно, 
пропускная способность русла К является общей функцией от h, 
применимой и в случае неоднородного потока. 

X V I I I . 2 . Удельная энергия. Удельная сила. Критическая глу­
бина. XVII-1.2.1. О п р е д е л е н и е п о н я т и я у д е л ь н о й 
э н е р г и и и у д е л ь ­
н о й с и л ы . Величина 

Е (1 + а)уа 
2g 

(1+а)С? 2 

2gA* 

+ h = 

j - h, 

где V—средняя скорость, 
h — максимальная глуби- Рис. XVII-2. Открытое русло; обозначения, 
на, Q — расход и А — 
площадь поперечного сечения, называется удельной энергией. 
Величиной а, которая представляет собой некоторый положи­
тельный коэффициент (см. ХП-2.2), в дальнейшем ради простоты 
будем пренебрегать. Приведенная формула показывает, что удельная 
энергия представляет собой сумму кинетической энергии [V2/(2g)] 
и потенциальной энергии единицы массы жидкости, отнесенную 
ко дну канала (h), а не к горизонтальной нулевой отсчетной поверх­
ности. 

Удельной силой называется величина 

где а — расстояние от центра тяжести площади поперечного сечения 
до свободной поверхности (рис. XVII-2). Напомним, что удельная 
сила представляет собой сумму изменения за единицу времени 
импульса и интеграла от сил давления, приходящихся на единицу 
массы воды. 

В случае двухмерного канала прямоугольного поперечного се­
чения имеем А = hi, а = k/2 и q = Qll, так что Е и '/ ни единицу 
ширины будут: 

Е = 2gh* + h, I- ' /• 

~ 2 ' 
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Если ввести обозначения 

/Г * ч 

то получим уравнение 
q* = h* 1 / 1 - Л * . 

которое является универсальным й Г л у б и и ы. 
V V T T 1 9 9 П о н я т и е к р и т и ч е с к и й ^ J 

X V H 1 2 2 1 clfl Прямоугольного канала. Рассмотрим две функ-

Рис. XVII-3. Удельиая энергия и удельная сила. 
' — линия энергии. 

величине q их зависимость от h показана па рис. XVII-3 а и б. В част­
ности, минимальные значения величин Е и / , определяемые соотно­
шениями dEIdh = 0 и dlldh = 0, соответствуют одной и той же вели­
чине h = hc, определяемой уравнением 

= 1, 

откуда 
« ; = = ( ^ ) " S = - y , "ли V=Vghc. 

В этом случае 

E = Ec = ^h_ 

1 = h m -| he. 
XVII-1.2.2.2. Аналогично можно построить график зависимости 

величины q от h при фиксированном значении Е. Такой график при­
веден на рис. XVII-3 в. Можно без труда показать, что минимальное 
значение q, определяемое соотношением dqldh — О, соответствует 
той же величине h = hc. 

XVII-1.2.2.3. В случае сложного поперечного сечения площади 
A (h) критическая глубина определяется выражением 

дЕ ™ ял 
ДА 

= 1 - ДЗ 2S d h ' 

ширина канала по свободной и, поскольку дА/dh = I, где I 
поверхности, то имеем 

g ~ l • 
Так как А п I являются функциями только от h, то можно по­

строить кривую, выражающую функциональную зависимость hc 

от критического расхода Ос для любого вида поперечного сечения 
(рис. XVH-4). Можно легко показать, что в случае прямоугольного 
поперечного сечения мы получаем приведенную выше величину hc. 

XVII -1 .3. МЕДЛЕННЫЙ (ДОКРИТИЧЕСКИЙ) ПОТОК И БЫСТРЫЙ (СВЕРХ­

КРИТИЧЕСКИЙ) ПОТОК. XVII -1 . 3 . 1 . С о п р я ж е н н ы е г л у б и н ы . 

Рис. XVII-4. Зависимость 
критической глубины от 

расхода. 

Существуют два возможных значения глубин hx) и й 2 , которым 
соответствуют одинаковые значения Е и q. Значения hx и h2 опреде­
ляются соотношениями 

: h9 
— L 
2g 

q = hj?x = ft2F2, 
так что 

2g 1,4 2 = h, — ha 

Подставляя сюда величину критической глубины h, 
получим 

(q2ig) 

2/.;/.? 
hi + hi 

Величины h1 и h2 называют сопряженными глубинами. Большая 
из них, допустим h-x, соответствует так называемому докритическому, 
или медленному потоку (спокойное течение), скорость которого 
V < ~\f gh. Меньшая величина, допустим й 2 , соответствует так назы­
ваемому сверхкритическому, или быстрому потоку (бурное течение), 
скорость которого V > Ygh-

XVII-1.3.2. К р и т и ч е с к и й у к л о н д н а . Мы видели, 
что нормальный расход есть функция от пропускной способности 
русла и уклона дна (Оп = KYS), в то время как критический рас­
ход является функцией только от площади поперечного сечения 
и ширины канала (Qc = (gA3/l)l,!. 

Существует такой уклон дна (критический уклон), при кото­
ром нормальный расход, т. е. расход однородного потока, равен 
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критическому расходу, а следовательно, нормальная глубина HN 

равна критической глубине HC. 
Следовательно, критический уклон определяется соотношением 

т. е. 
с — J — А 

а в случае широкого прямоугольного канала 

Если S > S C , то HN < HC, что соответствует величине числа Фруда 
VLYGH<C 1, т. е. поток является докритическим (медленным). Если 
же S < S C , то HN ]> /г,., а это соответствует величине числа Фруда 
большей единицы, т. е. поток является тогда сверхкритическим 
(быстрым). 

XVII-1.3.3. В о з м у щ е н и е с в о б о д н о й п о в е р х ­
н о с т и и р е г у л и р о в а н и е п о т о к а . Поскольку любое 
возмущение распространяется со скоростью, не превышающей 
величину YGH, то существование скорости V > VGH означает, что 
возмущение любого типа не может распространяться вверх по тече­
нию. Если же характеристики потока изменяются в направлении 
вниз по течению от докритических до сверхкритических (например, 
в верхней части водослива), то величина расхода регулируется на 
критическом поперечном сечении. 

XVI1-2. Медленно изменяющийся поток 

XVII-2.1. Основные уравнения для медленно изменяющегося 
потока. XVII-2.1.1. Обобщенное уравнение Бернулли с учетом 
трения можно применить к потоку со слегка наклонной свободной 
поверхностью. Напомним, что обобщенное уравнение Бернулли 
можно записать в виде 

D Г F 2 . Р И 
DX L 2g Т pg + J * 

т. е. 
J Г Q 2 | i , . 1 

D X L 2gA* ' pg T J 

CIKHA* 

Величина S F представляет собой наклон линии, характеризу­
ющей потери напора (линии напора). Тогда, подставляя Р = Р А 

(где Р А — атмосферное давление) в качестве постоянной величины 
п обозначая через Z возвышение свободной поверхности относительно 

С%ННА2 ' 
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^ Г й г д а , т , , Я 1 о г о - м ч м ° . **« 
DX ' DX ' 

получаем 

Рис. XVII-5. Медленно ме­
няющийся поток; обозна­

чения. 
1 — нулевая отметка высот; 
2 дно; з — свободная по­
верхность; 4 — линия энергии 
(напора); 5 — величина, кото­

рой можно пренебречь. 

XVII-2.1.2. Поскольку 
A T 0*1 _ Q * L DH 

dx L IgA* J g ~A~3~ "7JJ" i 
то окончательно получаем 

1 dA 
DX ~ Й ' 

K 2 S 

1 Q*L 
' GA3 

d* ~ Л 

1-

№ я Л Г С В 4 а Т ^ л
 С Л У Ч Э Ю Ш И р С ° К ° Г ° П Р — У ^ л ь н о г о канала («И ПУ, получаем после некоторых преобразований 

dx = S А? —Аз 
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XVII-2 2. Кривые свободной поверхности. XVII-2.2.1. В общем 
изменение положения свободной поверхности зависит: 1) от знака 
величины S; 2) от знака числителя в полученной выше формуле 

Рис. XVII-6. Различные формы кривой подпора. Показаны случаи, соответ­
ствующие трем различным соотношениям между h, hn и hc (варианты A , a, И 

и пяти типам уклона дна (типы 1—5). 
Т и п ы Варианты: A) H > h_; H > HC; B)HN>H> H; H >H> h „ ; C)H< /.„; H < h 

УКЛОНА дна: 1 - горизонтальное дно; h „ > HJ 2 - обратный уклон; 3 - п о л о г и й у к л о н ! 

hn > V 4 критический уклон; H 5 — крутой уклон; / i „ < HC. 

для dhldx, т. е. от того, больше или меньше фактическая глубина h, 
чем нормальная глубина fc„; 3) от знака знаменателя той же фор­
мулы, т. е. от того, больше или меньше фактическая глубина ft, 
чем критическая глубина hc. 
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Отметим, что и при ft >> hn, и при h <С! ft„ мы можем иметь либо 
ft > Лс, либо h <С К в зависимости от того, что больше: ft„ или hc. 
На практике прежде всего сопоставляют именно эти две величины, 
прежде чем переходить к дальнейшим вычислениям. 

Возьмем, например, случай потока в канале с положительным 
уклоном дна, т. е. S > 0. Пусть при этом hn > hc. Тогда и числи­
тель, и знаменатель в формуле для dhldx отрицательны, т. е. вели­
чина dhldx — положительна. Глубина непрерывно увеличивается 
вдоль оси ОХ. Этот случай соответствует кривой подпора, обуслов­
ленной наличием плотины в реке с незначительным уклоном дна 
(рис. XVII-6, случай Afj). 

Приведенная ниже таблица и рис. XVI1-6 иллюстрируют все 
случаи, которые могут встретиться на практике. 

У к л о н д н а 
В а р и а н т ы 

Г л у б и н а п о т о к а 
И з м е н е н и е 
глубины 

п о т о к а А В 
Г л у б и н а п о т о к а 

И з м е н е н и е 
глубины 

п о т о к а 

Обратный — h>\hn\>hc 
— 

А2 

А3 

\HN\>H>HC 

\hn\>hc>h 
D 
В 

Нулевой (горизон­
тальный) 

— h>hn>hc — 

5 = 0 # 2 hn>h>hc 

HN>HC>H 

D 
В 

Слабый Mi В 
0<S<Sc MI 

М3 

"N>H'>HC D 
В 

Критический Ci Л>Л е = Лв В 
S = SC С2 

С3 

hc = h~hn 

hc = t>n>h 

И 
В 

Крутой Si h^>hcy>hn В 
S>Sc>0 S2 

S3 

hc>h>hn 

hc>hn>h 

D 
В 

Вариант А соответствует случаю, когда переходная глубина 
больше и нормальной глубины ft„, и критической глубины hc. Вариант 
В соответствует случаю, когда переходная глубина имеет величину, 
промежуточную между hn и hc. Вариант С соответствует случаю, 
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когда переходная глубина меньше п hn, и hc.. В последней колонке 
таблицы буква В (backwater — подпор) означает, что глубина 
в направлении потока увеличивается — имеет кривую подпора, 
буква D (drawdown — понижение уровня) — что глубина в направ­
лении потока уменьшается, т. е. имеет кривую спада, и буква U 
(uniform — без изменений) — что глубина остается неизменной. 

XVII-2.2.2. Более подробное рассмотрение кривых свободной 
поверхности не входит в цели этой книги. Все прочие случаи могут 
быть систематически выведены путем простого анализа основного 
уравнения. Точно так же можно проанализировать и рассчитать 
кривые свободной поверхности в каналах (руслах) с переменным 
уклоном дна, непрерывным или с резкими перепадами. 

XVII-2.2.3. В инженерной практике расчет кривых свободной 
поверхности можно осуществлять либо путем точного интегрирова­
ния в некоторых простых случаях (например, для случая канала 
прямоугольного сечения служит формула Брессе), либо, чаще всего 
численно, с помощью метода конечных разностей для последователь­
ных интервалов Ах. Кроме того, существует целый ряд приближен­
ных и графических методов. В технической литературе можно найти 
специальные таблицы и графики для безразмерной «единицы канала». 
Обычно самый прямой метод, основанный на конечных разностях, 
является и наиболее практичным; при этом все операции без труда 
могут быть запрограммированы для электронно-счетной машины. 

XVTI-2.3. Быстро изменяющийся поток. Эффект кривизны траек­
торий. В случае быстро изменяющегося потока распределение давле­
ния не является более гидростатическим. Кривизна траекторий 
оказывает на поведение потока влияние, которым уже нельзя пре­
небречь. Также и однородный поток при глубинах, близких к кри­
тическим, является очень неустойчивым, и соответствующее движе­
ние может тогда перейти в категорию движетгай с искривленными 
траекториями. 

Обозначим через R радиус кривизны свободной поверхности, т. е. 
d*h 

I _ dx* d*h_ 

" ~ [ < + ( Ш " " " ' 
Допустим, что величина кривизны линейно распределена от дна 

до свободной поверхности, так что 
1 h + z d*h 

R{z)~~ h dx* ' 

Центробежное ускорение равно V2/R, где V — средняя скорость. 
Тогда уравнение динамики вдоль вертикали принимает вид 

др , Т 7 , Г h+z d*h И 

а после интегрирования получаем 
i \ V 2 d'lh F I i г-1 
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Буссинеск эффективно использовал это уравнение для опреде­
ления условия, определяющего, будет ли лип,кон но потока устойчи­
вым, или оно может стать волнообразно изгибающимся, или, нако­
нец, в потоке образуется волнообразный гидравлический прыжок. 

Кривизну траекторий приходится учитывать и при исследовании 
потока над быстро изменяющимся уклоном дна, например над водо­
сливом. Этот процесс мы не будем здесь рассматривать. 

XVII-3. Теория длинных волн. Допущения и основные уравнения 
XVI 1-3.1. Уравнения движения. XVI1-3.1.1. Уравнения движе­

ния теории длинных волн можно получить либо с помощью непосред­
ственного вывода, либо применяя обобщенное уравнение Бернулли, 
либо из уравнений Эйлера. Мы используем последний путь. 

Z - dx -
Л 

•х 

X 

Рис. XVFI-7. Обозначения теории длинных волн. 

Рассмотрим уравнения Эйлера в двухмерной системе коорди­
нат (X, Z). Движение нестационарно, но мы будем считать, что 
вертикальная компонента движения мала и что, следовательно, 
члены конвективного ускорения udw/dz, udwldx, wdw/dz пренебре­
жимо малы. В случае, когда величина w очень мала, производной 
dwldt также можно пренебречь, и, таким образом, уравнения 
Эйлера сводятся к 

?Hl + U — = V p ' . 0 = КР ' + R . 
dt ' дх дх ' и dz 1 ё 

Отметим, что членом иди/дх мы не пренебрегли, как это было 
сделано в линейной теории. 

Интегрируя второе уравнение, получаем (рис. XVII-7) 
p = pg(-z + r\). 

На дне (при z = — d ) имеем 

p=pg(d+n). 

Распределение давления является гидростатическим. 
XVII-3.1.2. Величина и (z) предполагается неизменной вдоль 

вертикали или, говоря более точно, равной скорости, осредненной 
по вертикали: 

.7 
\Т+]]- J " ( 2 ) dz. 

-d 
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В дальнейшем мы будем опускать знак осреднения. Средняя 
величина иди/дх, выраженная через осредненную скорость, теорети­
чески должна быть исправлена коэффициентом (1 + а) > 1, учиты­
вающим неоднородное распределение скорости по поперечному сече­
нию. Этот коэффициент аналогичен коэффициенту а, который появ­
ляется при обобщении уравнения Бернулли (см. ХП-2.2). Ради 
простоты мы будем пренебрегать этим поправочным множителем. 

XVII-3.1.3. Дифференцируя величину р = pg (—z + п) по х, 
получаем 

dp дг\ 
= Pg —- • 

dx Г 6 dx 
Таким образом, уравнение движения вдоль оси ОХ приобретает 

простой вид: 
ди . du_ _ _ _*П_ 

~ЬТ ~T~U~dx~~ S dx -

XVII-3.1.4. Поскольку волновое движение у дна имеет вполне 
ощутимые размеры, касательные напряжения, обусловленные тре­
нием, играют весьма значительную роль в теории длинных волн, 
так что уравнение движения длинных волн следует записать в виде 

du . du dr\ т 
dt \ U дх & дх p(d + tp 

Вообще говоря, предполагается, что величина т связана со сред­
ней скоростью квадратичной зависимостью, т. е. т = pfu2. При этом 
коэффициент / считается не зависящим от колебаний величины и 
во времени, т. е. таким же, как и при стационарном движении. 
Следовательно, коэффициент / можно выразить через коэффициент 
П1ези Сп = VgTf, и уравнение движения приобретает вид 

, llSuL_ „ dt] _ _g_ и I и I 
dt ' дх ё dx CI ,p • 

Мы уже видели, что коэффициенты трения, такие как / . Ch, п, 
используются в случае медленно изменяющегося потока. Очень часто 
их считают также применимыми и в случае нестационарного движе­
ния, обусловленного, например, волнами паводка или приливными 
явлениями в эстуариях. Однако надо ясно сознавать, что примене­
ние этих эмпирических величин на практике вызвано только недоста­
точным знанием процесса зарождения турбулентности и коэффициента 
трения в нестационарном движении. Мы знаем только, что примене­
ние коэффициента Шези к нестационарному движению справедливо 
при условии, что распределение скорости подвержено влиянию 
трения вплоть до свободной поверхности, как и в случае стационар­
ного движения. Для этого необходимо, чтобы выражение для тол­
щины пограничного слоя, которая растет с увеличением периода 
волны, дало величину, значительно превышающую фактическую 
глубину h. Надо также иметь в виду, что в морском эстуарии рас­
пределение плотности оказывает ощутимое влияние на распределе-
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ние сил трения. Этот эффект можно учесть только путем анализа 
данных полевых наблюдений. 

XVII-3.2. Уравнения Барре де Сен-Венана. Добавляя к полу­
ченному выше уравнению движения равную нулю величину 
g d(d)/dx ± gS, где S — уклон дна, который может быть как поло­
жительным, так и отрицательным (в зависимости от направления 
движения относительно положительного направления оси X), и заме­
няя сумму d -f- и полной глубиной h, а величину и величиной V, 
получаем 

dt ~ дх ~ ё дх с ? h 

п 
Это уравнение известно как уравнение Сен-Венана. Ввиду его 

ваяшости для исследования приливных эстуариев * дадим специаль­
ный вывод этого же выражения, не рассматривая его более как 
частный случай уравнения Эйлера или особую форму обобщенного 
уравнения Бернулли. 

Рассмотрим слой жидкости толщиной dx с поперечным сечением 
h и массой ph dx. Если средняя скорость равна V (х, t), то силы 
инерции будут 

. , dV(x, t) . , / dV , T7 dV \ 

Эти силы инерции уравновешиваются силами давления, тяжести 
и трения. Давление предполагается гидростатическим, поэтому 
результирующая сила давления будет 

« T - P T [ * + # * ] ' — P < * - t « * . 
где 

dh _d(d) дх\ дц 
dx dx "г" дх ~ ° "Г" дх ' 

Компонента силы тяжести в направлении движения равна 
—gh dx S, а сила трения равна pg h V \ V \l{C2

hRH), где гидравлический 
радиус RH = h. Суммируя эти выражения и деля все на ph dx. полу­
чаем уравнение Сен-Венана. 

XVII-3.3. Учет кривизны траекторий. Уравнение Буссинеска. 
Рассмотрим снова уравнение Эйлера вдоль вертикальной оси 

dw 1 dp 
dt p~~di 

в котором мы полагаем dw/dt ^ dw/dt, т. е. пренебрегаем нелиней­
ными членами и dw/dz и w dw/dz, но не линейным членом dw/dt. 
Распределение давления, следовательно, не является более гидро­
статическим. Вертикальное ускорение dw/dt, обусловленное кри­
визной траекторий, видоизменяет этот простой закон следующим 

* Оно является основным и при расчетах неустановившегося движения 
воды в каналах и реках. — Прим. ред. 

331 



образом. Н а горизонтальном дне в е р т и к а л ь н а я компонента придон­
ной скорости wb равна н у л ю . Н а свободной поверхности величина 
w = ws равна скорости самой свободной поверхности dr\/dt = 
= дц/dt + и дц/dx (см. XVI-4.1). Нелинейным членом udr\ldx т а к ж е 
можно пренебречь, и тогда ws = d^/dt. Следовательно, в е р т и к а л ь ­
н а я скорость w (z) возрастает от значения wb = 0 до значения ws = 
= dr\/dt. В самом общем случае можно с к а з а т ь , что ф у н к ц и я w (z) 
может быть представлена в виде степенного ряда : 

п 

где Аг = 1 (z = 0 на дне). Рассматривая только первый член этого 
ряда (п = 1), имеем 

. . z дп 
W (z) = -т- ~- , v ' d + Ч dt 

что аналогично допущению, что величина w линейно изменяется 
от дна до свободной поверхности. Далее , полагая величину т) малой 
по сравнению с d, находим 

dw • z <52г) 

Подставляя эту величину в уравнение Эйлера с отброшенными 
нелинейными членами, получаем 

ц dt* dz \ р ' 6 / d + 

Интегрирование этого в ы р а ж е н и я по вертикали от точки z до 
свободной поверхности, расположенной на расстоянии (d + ц) 
от начала отсчета, дает 

Р 
т. е. 

d+i\ 

Р в в 1 в " Г , 1 Z J + 0 I 2 2(d + T|) • 

Первый член представляет собой гидростатическое давление , 
а второй — п о п р а в к у за счет вертикального ускорения . Дифферен­
ц и р у я полученное выражение по х, подставляя величину др/дх 
в уравнение Эйлера для горизонтальной оси и пренебрегая некоторыми 
малыми членами, получим 

DLL _ дЦ дЗц Г (rf-f-T|)2 — 22 Л 
~DT ~ ~g~dx~ dt*dx\_ 2 (rf-f-T)) J ' 
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Теперь , производя осреднение по вертикали и пренебрегая 
некоторыми членами из-за того, что т) < d, можно получить 

du 
dt d-f-f t ) J L 6 0a: ~ c p f o 2(d + ri) \ а 2 " 

Выполняем интегрирование и представляем полную производ­
ную от и как сумму локальной и конвективной производных. Тогда 

ои , — ои , - Т) (53г| 
<?£ 1 3 dt* дх 

Первые три члена полученного уравнения хорошо знакомы, 
так к а к приводились раньше. Последний член представляет собой 
п р и б л и ж е н н у ю поправку за счет кривизны траекторий. Это уравне­
ние известно как уравнение Буссинеска . 

XVII-3 .4 . Уравнение неразрывности . XVII -3 .4 .1 . В 111-3.1 было 
показано , что уравнение неразрывности в случае двухмерной длин­
ной волны имеет вид 

Щ и а [» ( d + в)] = о 
dt Ох 

Аналогично , в случае трехмерной длинной волны уравнение 
неразрывности запишется в виде 

f + ^UID+W + ^LVID + W^O. 

XVII-3.4.2 . В реке или эстуарии с постепенно изменяющейся 
шириной I уравнение неразрывности будет иметь вид 

dA | д(АУ) Q 

dt 

где А = Ы — поперечное сечение. Учитывая значение величины А 
в членах dAldt и д (AV)ldx и пренебрегая величиной dlldt (т. е. 
считая , что dlldx & dlldx), получаем 

дц . д (hu) . h u d l _ 

Первые два члена нам хорошо знакомы, а последний член пред­
ставляет собой поправку , обусловленную некоторым изменением 
ш и р и н ы dlldx. 

XVII -4 . Л и н е й н а я теория длинных волн 

X V I I - 4 . 1 . Основные допущения . Если пренебречь членами кон­
вективной инерции и трения в уравнениях движения , то получим: 

Си_ _ <л\_ dv_ оц 
dt • дх ' dt * " Ну ' 
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Аналогично, если в уравнении неразрывности пренебречь нели­
нейными членами д (иг\)/дх и д (vr\)ldy, то будем иметь 

дх\ , д (ud) . д (rd) 
~dT' Ыс ' ду ' 

Полученная система уравнений лежит в основе линеаризованной 
теории длинных волн, которая применима при условии ц <^ d 
и (i\IL){Udr « 1. 

В случае квазидвухмерного движения величиной v пренебрегают, 
и система уравнений записывается в виде 

т " * £ -
где А — площадь поперечного сечения, перпендикулярного к век­
тору скорости и, а I — ширина канала на уровне свободной поверх­
ности. Эта система уравнений имеет большое количество точных 
решений для различных типов формы дна. 

XVII-4.2. Линейные уравнения длинных волн (волновое уравне­
ние). Рассмотрим в качестве примера двухмерный случай. Будем 
считать глубину бассейна d постоянной: d = А/1. Дифференцируя 
уравнение движения по х, а уравнение неразрывности — по t и 
исключая величину и, получаем 

3+*т&-<>• 
Аналогично, дифференцируя уравнение движения по (, а уравне­

ние неразрывности по а: и исключая величину л, находим 

XVII-4.3. Гармоническое решение. Сейши. Можно без труда 
показать, что решения выведенных выше уравнений могут иметь 
либо форму прогрессивной волны вида 

г) = Я cos (mx — kt). и—Н^Лг~\ ' cos (mx — kt), 

где m = 2n/L, к = 2n/T, L = T\fgd, либо форму стоячей волны 
вида 

r\=Hcos mx cos kt, и = # J ' 2 sin mxs'm kt. 

Легко также показать, что линейная теория длинных волн пред­
ставляет собой предельный случай теории волн малой амплитуды, 
когда d/L -+ 0 (см. XVI-3). 

XVII-5. Численные методы решения 

XVII-5.1. Метод характеристик. XVII-5.1.1. В ы в о д у р а в ­
н е н и й х а р а к т е р и с т и к . Рассмотрим теперь уравнения 
длинных волн в форме: 

ди , ди dri , . 
-^7- + "-^- = ~8 д7 (уравнение движения), 

j д\и( -гЩ = Q (уравнение неразрывности), 

и определим величину с — Ys (d + м), имеющую размерность 
скорости. Добавляя к уравнению движения равную нулю величину 

и имея в виду, что 
d{d) 

dt = 0, 

получаем (так как величина g постоянная): 

ди , ш1 ди , d\g(d + r\)] _ _ 
"аТ"т"и дх"^ дх gli' 

d\g(d + i))\ i d[ug(d-\-r))] _ n 

dt "T" dx 

Вводя величину с 2 = g (d -f- Л)» дифференцируя (d (c2)/d* = 
= с <9(2c)/d*) и деля второе уравнение на с, находим: 

ди , ди , д(2с) 1 

с« 1 дх 1 az 

Складывая и вычитая оба уравнения, получим 

Af(u + 2c) + (u + c)-^(u + 2c) = -gS. 

Напомним теперь, что полная производная от А (х, t) по t будет 
dA jx, I) _ dA . dA dx 

di dt ' ox ~dl ' 

Таким образом, левая часть приведенного выше уравнения пред­
ставляет собой полную производную 

d ( - о . -Of (и + 2с) 

при условии, что 

dx 
-и тс. 
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Это значит, что вдоль линии, имеющей наклон dxldt — и 
выполняется соотношение (рис. XVII-8) 

с, 

d 
~dt 1u + 2e) = -gS. 

Линии, имеющие наклон dxldt = и + с, называются прямыми 
или положительными характеристиками, а линии, имеющие наклон 
dx/dt = и — с, называются обратными, или отрицательными, харак­
теристиками. 

Очевидно, что из данной точки (х, t) на плоскости (X, Т) можно 
провести две линии с наклонами и — с и и — с. 

IL+C 

Рис. XVII-8. Прямая и обратная Рис. XVII-9. Задача о разрушении 
характеристики. плотины. Обозначения. АВ = 2CD. 

XVII-5.1.2. П р и л о ж е н и е м е т о д а х а р а к т е р и с ­
т и к к з а д а ч е о р а з р у ш е н и и п л о т и н ы. В случае 
горизонтального дна величина S равна нулю и (dldt) (и + 2с) = О, 
т. е. величина и + 2с равна постоянным К± и К2 вдоль линий, име­
ющих наклоны соответственно dxldt = и — с и dxldt = и + с. 

Рассмотрим случай вертикальной стены воды, внезапно лишенной 
боковой опоры, — это может иметь место в случае быстрого раз­
рушения плотины (рис. XVII-9). Очевидно, что в момент t = О 
мы имеем и = 0 и с = Ygd, где d — глубина, так что величины 
Кх и К2 будут: 

u + 2c = K1 = 2\fgd, 

и -2с = К2=- -2Vgd. 

В момент t = to стена воды разрушается. На переднем краю 
водяного «языка» rj = — d и с = 0. Отсюда скорость этого перед­
него края равна dxldt = и (+0) и, таким образом, из соотношения 

получаем 

2с) | ^ 0 = ( и + 2 с ) | / = ( 

0 + 2V"gd = u, 

так что передний конец водяного языка движется со скоростью 
2Y~gd. Скорость волны понижения, расйространяющейся вверх по 

течению, где ц 
шения 

получаем 

0 и и = 0, равна dxldt = 0 > с, т. е. из соотно-

(0 + 2с) | , = 0 = ( 0 - f 2 c ) ^ 

XVII-5.1.3. П р а к т и ч е с к и й м е т о д р е ш е н и я . 
В общем изменения величин и и т) (или с) достаточно плавны, чтобы 
можно было применить метод ко­
нечных разностей. Тогда основные 
уравнения, записанные для ко­
нечных интервалов Ах, Ау, будут 

А (и + 2с) = — gS At вдоль 
Да: 

Теперь можно шаг за шагом 
проследить эволюцию волны во 
времени следующим образом. 
Пусть для данной волны в момент 
t = tx вдоль оси ОХ заданы величины и (х, tt) и rj (х, tx) или с (х, i x ) 
(рис. XVI1-10). Находим значения и и с в этот же момент в точках, 
отстоящих друг от друга на расстояниях Ах. Затем проводим харак­
теристику с наклоном Ax/At = иг -f- c t из точки 1 и характеристику 
с наклоном AxlAt = и2 — с 2 из точки 2. Их пересечение в точке 3 

V 

= и + с. 

Рис. XVI1-10. Применение 
характеристик. метода 

Рис. XVII-11. Область влияния и область зависимости. 

графически определяет точку (х3, t3). Теперь, применяя уравнения 
характеристик вдоль этих линий, находим величины и3 и с 3 (т. е. 
и т)3), решая систему: 

Щ + 2с 3 = их+ 2сх — gSx (ta - tj), 

u3 — 2c3 = u2 — 2c2~gS2(t3 — t2). 

В частном случае, показанном на рис. XVII-10, имеем t2 = tx. 
Апалогично, проведя характеристики из точек 2 я 4, мы найдем 
и5 и с 5 , а проведя характеристики из 3 и 5, найдем и6 и с„, и т. д. 
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XVII-5.1.4. О б л а с т ь в л и я н и я и о б л а с т ь з а в и ­
с и м о с т и . Из изложенного выше процесса вычислений видно, что 
состояние волны в данной точке 1 {хх, tx) оказывает влияние на состо­
яние волны в любой другой точке, которая находится между харак­
теристиками, исходящими из точки 1 (рис. XVII-11). Эти две харак­
теристики определяют область влияния данной точки 1. Аналогично, 
состояние волны в точке 3 зависит исключительно от состояния 
волны в зоне, ограниченной двумя характеристиками, пересекаю­

щимися в точке 3 и подходящими 
к ней снизу. Эта зона является 
областью зависимости точки 3. 

Любое возмущение, возникаю­
щее на конечном интервале (х2—хх), 
будет оказывать влияние на поведе­
ние жидкости в пределах области, 
ограниченной отрицательной ха­
рактеристикой, исходящей из точ­
ки i j , и положительной характе­
ристикой, исходящей из х2. 

XVII-5.1.5. М е т о д х а р а к ­
т е р и с т и к в п р и л о ж е ­

н и и к п р и л и в н о м у э с т у а р и ю . В случае приливного 
эстуария необходимо учитывать придонное трение и изменение 
поперечного сечения. Уравнение движения получим, вводя в него 
придонное трение подобному тому, как это сделано в XVII-3.1.4. 
Уравнение неразрывности получим, учитывая изменение попереч­
ного сечения таким же образом, как в XVII-3.4.2. Тогда преобразо­
вания, аналогичные предыдущим, дают нам выражение 

Рис. XVII-12. Возникновение бора. 

Д (и + 2с) = - uh м 
ДХ 

которое также позволяет нам применить метод характеристик. 
XVII-5.2. Приливный бор. XVII-5.2.1. В о з н и к н о в е н и е 

б о р а . Когда две положительные характеристики dxldt = и + с 
пересекаются друг с другом (рис. XVII-12), то для точки пересече­
ния можно определить две различные системы величин: одну (и2 

и с 2) — по характеристикам, исходящим из точек а и Ъ, и вторую 
(ut и с х) — по характеристикам, исходящим из точек а и с. 

Двойное значение и и двойное значение с в одном и том же месте 
и в один и тот же момент означает наличие здесь разрыва или вер­
тикальной водяной стены. Эта ситуация соответствует началу воз­
никновения бора. 

XVII-5.2.2. Д в и ж е н и е б о р а . Линия dxldt = W, где W — 
скорость распространения бора, является линией разрыва на сетке, 
образованной положительными и отрицательными характеристиками. 
В самой точке разрыва (вертикального водяного уступа) подлежа­
щими определению неизвестными являются пять величин, а именно: 
« ! и 4\i на низкой стороне бора, и2 и тр, — на высокой стороне бора 
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н сама скорость бора W. Поскольку W > их + с „ то величины иг 

и т)х определяются непосредственно с помощью метода характеристик 
(рис. XVII-13), а величины и2, т] 2 и W находятся из следующих 
трех уравнений: 

1) уравнения импульса для движущегося гидравлического прыжка 

- f 1А5 - M L - ?К ("2 — ul)(W— иЛ; 

2) уравнения неразрывности для движущегося гидравлического 
прыжка 

u2h2 = W{h2 — hj) + щНц 

3) уравнения положительных характеристик, сливающихся с ли­
нией бора в рассматриваемой точке (х, t), 

щ + 2с 2 = и0 + 2с0 - gS (t2 — 1 0 ) . 

При этом отметим, что и2 + с2 всегда больше, чем W. 

Профиль волны за бором определяется далее путем использо­вания значений и2 и с 2 и применения метода характеристик в обыч­ном виде. 

На рис. XVII-14 в качестве примера использования метода 
характеристик изображено решение задачи о предельной уединенной 
волне (см. XVII-6.2), движущейся над горизонтальным дном и под­
ходящей к уклону дна, равному 1 : 10. На рис. XVII-15 показаны 
последовательные профили волны, полученные путем интерполяции 
значений т| между точками пересечения характеристик. 

XVII-5.3. Прямые численные решения. Применение метода харак­
теристик требует, чтобы в каждой точке пересечения были найдены 
четыре неизвестные величины: х, t, и и тр Если, однако, значения х 
и t задать заранее, то остаются только две неизвестные: и и тр Таким 
образом, уравнения длинных волн можпо использовать для непо­
средственного перехода к конечно-разностным операциям, в кото­
рых интервалы Да: и At, т. е. значения х и t, заданы независимо от 
линий характеристик. С этой целью могут быть использованы прямо­
угольная либо шахматная сетка (рис. XVII-16). 
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10 

1 : 10; з — линия бора, * — оерег. Рис. XVII-14. Применение м е т о д а ^ ^ ^ е у к л о н о м дна 
1 — область с горизонтальным дном, * 

-10 -9 -в -7 -6 -5 - 4 -3 

Рис. XVII-15. Последовательные профили волны, разрушающейся на участке с дном, имеющим уклон 1 : 10. 
1 — линия скользящего буруна; 2 — линия бора 



XVII-5.3.1. М е т о д п р я м о у г о л ь н о й с е т к и . Вели­
чины И и У] в точке 4 на рис. XVII-16 могут быть непосредственно 
определены из величин и и ц в точках 1 и 2 следующим образом. 

Из уравнения неразрывности имеем 

^ - [И (D + П) | я — и ( D + Я ) Л4 = Т12 

а из уравнения 

и 4 

г 2Дг 
движения 

At 
- Urn LG{1H — 1\i) + u i (us—ui)L 2 Ax 

Вычисления можно продолжить, находя значения иь и н 5 из 
величин и и г) в точках 2, 5 , 6 и т. д. 

T 

г — « ,—-/ < 

1 1 '2 

д г 
-Л 

дх 

Рис. XVII-16. Применение 
метода прямоугольной сет­

ки. Обозначения. 

Подобный же метод можно применить, используя уравнение 
длинных волн в характеристической форме, приведенное в XVII-3.2.1. 

XVTI-5.3.2. К р и т е р и й у с т о й ч и в о с т и . Погрешность, 
которая допускается при переходе от дифференциальных уравнений 
к конечно-разностным соотношениям, может привести к накаплива­
ющейся ошибке, которая иногда может дать «всплеск» по мере уве­
личения величины t = ^At. Метод конечных разностей устойчив 
в том случае, когда рассматриваемая точка (Х, t) находится внутри 
области зависимости тех точек, которые использованы для ее опре­
деления. Следовательно, поскольку в общем (и + с) х > (и — с) я 

(см. рпс. ХУП-16), то критерий устойчивости будет 

At < 
ДХ 

Таким образом, изменения и и с по х и t должны быть достаточно 
плавными, чтобы конечно-разностные соотношения были близки 
к дифференциальным. 

XVII-6. О некоторых точных решениях для волн 
со стационарным профилем 

В общем типичными решениями в теории длинных волн являются 
решения для волн с нестационарным профилем, т. е. для волн, 
профиль которых изменяет свою форму по мере движения волны. 

Это свойство следует из уравнений длинных волн. Однако введение 
в уравнения длинных волн членов донного трения и вертикального 
ускорения (даже в приближенной форме) позволяет найти некото­
рые специальные решения, отвечающие волнам со стационарным 
профилем. Это «моноклинальные» волны, уединенные волны п кно-
идальные волны. Мы рассмотрим здесь только первые два вида. 

Напомним, что допу­
щение о стационарности " 
профиля идентично тому, 
что мы ищем решение для 
т) и и в виде функции типа 
f (х — Ct), где С — кон­
станта. Следовательно, 

— = — С— 
at дх 

XVI 1-6.1. Монокли­
нальные волны. Рассмот­
рим уравнения длинных 
XVII-3.1.4): 

Рис. XVII-17. Моноклинальная волна. 

волн с учетом донного трения (см. 

dh a (hu) 
dt дх 

= 0, 

ди . ди , dh о 
- a T + u l x - + S l ^ = g S - ^ -

П 

и\и\ 

Вводя соотношение Д О ­
получаем 

(u-Q—A-H^-4 ' ах 1 дх 

С Д/ДХ в уравнение неразрывности, 

0, 

после интегрирования 

(и — С) h = А = const. 
Из уравнения движения получаем 

(и ди , dh 
C)-dx- + S ~ g 

Ц 2 ' 

Исключая величину ДИ/ДХ из модифицированных уравнений 
неразрывности и движения, находим 

откуда 
dh 
dx 

(и-

S-

J dx 6 |° C\h J ' 

(Ch + A)* 
C U 3 

Это дифференциальное уравнение имеет целый ряд решений, 
часть которых не имеет физического смысла. Вид решения 
зависит от того, будет ли глубина воды больше или меньше критиче­
ской глубины (рис. XVII-17). Соответствующие волны называются 
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моноклинальными волнами, или однородно-прогрессивным (посту­
пательным) потоком. Теория этих волн особенно пригодна для 
исследования волн паводка на реках. 

XVII-6.2. Теория уединенной волны. Рассмотрим уравнения 
длинных волн над горизонтальным дном с учетом вертикального 
ускорения, как это показано в XVII-3.3 и XVII-3.4.1: 

ди . ди . „ дх\ . d + r\ д*г\ Л 

дх\ . d[u(d + r\)] = Q 

dt "Г" ox ' 

Вводя сюда соотношение d/dt = —Cd/dx, получим: 

^ 1 - С и + -Т + ^ + — -дхТ]=0 

JL[-Ci\ + (d + 4)u] = 0. дх 

Выражения в квадратных скобках независимы от х и, следова­
тельно, представляют собой константы. Очевидно, что эти константы 
равны нулю, поскольку и и г) стремятся к нулю при х -> оо. 

Исключая и, получим 
С 2 Ч Сад? , м • C*(d+r\) а*г\ 

H+ri- 2(d + r , ) 2 ^ | - t " 3 dx 2 » 
откуда, полагая величину т| малой по сравнению с d ж используя 
приближенное выражение для квадратного корня согласно формуле 
(1 + а ) ' ' 2 = 1 -f- °7 2 , находим 

Если пренебречь кривизной свободной поверхности, то выраже­
ние для С примет вид 

c = v F [ i + 4 - a . 
Это выражение можно получить и непосредственно, применяя 

теорему импульсов. 
В этом случае, поскольку величина С считается постоянной, 

а профиль не изменяется во времени, мы должны иметь 
и , D2 О2„ , Я 

1 +-ТТ+-Ъ Г — Const = 
1 id ' ОТ) дх* 2d 

где Н — константа, смысл которой будет определен ниже. Это 
уравнение можно проинтегрировать следующим образом. Запишем 
его в виде 
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и, поскольку dr\]dx — О при п оо, т о 

или 

Мы видим, что в случае, когда т) = Н, мы имеем dr\l'dx = О, 
что соответствует вершине волны, следовательно Н — высота волны. 

Рис. XVII-18. Уединенная волна. 

Это уравнение можно еще записать в виде 
3 

dx 

и после разделения переменных его можно проинтегрировать 

откуда получаем профиль волны 

н 

" " Ч т е т * 
который показан на рис. XVII-18. 

УПРАЖНЕНИЯ 
XVII-1. Определите для канала кругового сечения "величину гидравличе­

ского радиуса Я н как функцию максимальной глубины. 
XVII-2. Трапецеидальный канал имеет ширину по дну 40 футов при уклоне 

боковых откосов 45°. Уклон дна S = 0,002, а коэффициент Маннинга в = 0,03. 
Рассчитайте кривую для нормальной глубины уп как функцию от расхода Qn 

вплоть до величины Q = 1000 фут 3/с. Рассчитайте кривую, выражающую крити­
ческий расход Qc, как функцию от критической глубины ус и определите вели­
чину расхода для случая, когда критическая глубина равна нормальной. 

XVII-3. Может ли канал иметь такое поперечное сечение, что его гидравли­
ческий радиус Я н остается постоянным при любой глубине Л? 

О т в е т : 

Я =— d A bdfl 

Интегрируя и полагая b = RH при h = 0, находим 
Л—Я [In (b + Vb*— Я»)—In Я]. 
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XVII-4. Покажите, что уклон свободной поверхности в стационарном 
медленно изменяющемся потоке в открытом канале представляет собой сумму 
наклона линии энергии и наклона, обусловленного изменением скорости 
(d/rfs)(W2r). 

XVI1-5. Покажите, что 
1-

dx = S 
I -

где S — уклон дна, Q — расход, Оп — нормальный расход, Ос — критический 
расход. Покажите также, что в случае, когда формула Мапнинга используется 
для широких прямоугольных каналов, справедливо соотношение 

dy 
dx 

1 

1 

-Ml 
Покажите также, что в прямоугольном канале с переменной шириной I 

dy S - S f + lA*lLx-
dx 1- 0*1 

gA* 

XVII-6. Определите все возможные виды кривой свободной поверхности, 
какие могут встретиться в прямоугольном канале, используя формулу 

dy 
dx 

У3-У3п 
У3 —Ус 

,1 

и варьируя знак S и относительные значения величин у , у п и у с . 
XVII-7. Определите все виды профиля водной поверхности, какие могут 

встретиться в ситуации, изображенной на рисунке. Рассмотрите два случая. 
В одном случае нормальная 
глубина больше критической, 
а в другом критическая глу­
бина больше нормальной. От­
верстие затвора «о» рассматри­
вайте как переменную вели­
чину гс, причем «о» может быть 
меньше и/или больше, чем hc 

и hn-
XVII-8. Установите, при 

каких условиях существуют 
две нормальные глубины и 
две критические глубины в за­
крытом русле кругового сече­
ния. Определите все кривые 

Рис. к упражнению XVII-7. 
1 — уровень перед затвором; 2 — уровень за водо­

сливом; 3 — затвор. 

свободной поверхности, возможные в таком русле. 
XVII-9. Найдите условие, необходимое для определения гидравлического 

прыжка на резком уступе дна и соответствующее различным допущениям в отно­
шении точного местоположения прыжка относительно уступа. 

XVII-10. Рассмотрите вертикальную струю, падающую в центр широкой 
круглой горизонтальной плоскости. Плоскость ограничена на краях водосли­
вом при УСЛОВИИ квазипостоянной глубины h. Определите местоположение 
кругового гидравлического прыжка как функцию расхода струи О и величины h. 
Донным трением пренебречь. 
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XVII-11. Рассмотрите диаграмму, изображающую линию энергии пока­
занную на рис. XVII-5. Какие изменения в рисунке необходимы в случае неста­
ционарного движения? 

XVII-12. Покажите, что уравнения длинных волн можно привести к выра­
жениям: 

u + 2c= const, и— 2c = const 
вдоль линий, определяемых наклоном 

dx gS 
—• — и±с±-

— (и ±2с) 

О т в е т : характеристическое уравнение 
d 

dt ("±2с> = - ^ 
можно записать также в виде 

4 * 
dt к 

:2с) т. о. 

(и±2с)± [и ± с ± g S А ( м ± 2 е ) = 0, дх 

^ - ( и ± 2 с ) = 0 

для линий определенного наклона. 
XVII-13. Преобразуйте дифференциальные уравнения, используемые в ме­

тоде характеристик для изучения распространения двухмерных длинных волн, 
в конечно-разностную систему, соответствующую интервалам Ах я At, образу­
ющим прямоугольную сетку. Проделайте то же самое для случая шахматной 
сетки. 

XVII-14. Покажите, что уравнепие Сен-Венана можно записать в виде 

дх* i v дх dt ^ у dt* ' 

ГД?а = (Q*-gA*/l), Р = QA, у = A3, F = A*g[(A/l*)dl/dx-S-(lQ /0)/(С%А»)], 
и дайте определение для ср. 

О т в е т : уравнение неразрывности — dA/dt + CQIdx = О, О = cw/dt; 
А = — сХр/дх, Ар = Qdt — A dx. 

Тогда величины и = О/А и h = А/1 (где I — ширина) выражаются как 
функции от ср в уравнении движения 

du , du g 

Глава XVIII 

ВОЛНОВОЕ ДВИЖЕНИЕ КАК СЛУЧАЙНЫЙ ПРОЦЕСС 

XVIII-1 . Гармонический анализ 

X V I I M . 1 . Представление синусоидальных волн в амплитудно-
частотной плоскости. Рассмотрим синусоидальную волну 

Ч == A cos (mx + kt -f в), 

где А — амплитуда, т = 2л/Ь и к = 2л/Т (L — длина волны, а 
Т — период) и е — фазовый угол. При наблюдении в фиксированной 
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точке колебания уровня будут функцией только от времени, 
и если выбор начала отсчета соответствует нулевой начальной фазе, 
то эти колебания запишутся в виде 

Г) mm A COS kt. 

Такую волну можно охарактеризовать амплитудой А и частотой 
к (в радианах за единицу времени). Эта характеристика графически 
изображена на рис. XVIII-1, 
амплитудного спектра. 

•8 I 

Частота 

Рис. XVIII-1. Амплитудный 
спектр синусоидальной волны. 

который приводит нас к понятию 

<§ 

С 

Аз 

Si At 
Т 

к, 
Частота 

Рис. XVIII-2. Амплитудный спектр перио­
дической волны произвольной формы. 

Представим себе волну произвольной формы, но имеющую 
период Т (и частоту 2я/Г) . Пусть требуется представить такую 
волну с помощью амплитудного спектра, подобного тому, который 

изображен на рис. XVIII-1. Напомним, 
что почти любая периодическая функ­
ция может быть представлена в виде 
ряда Фурье с основным периодом Т и 
гармониками высших порядков. Таким 
образом 

г) = ^Ап cos (nkt + е л ) . 

I 
s 

Ai 
Т 

.2% .211 
•Чг т "г~ т ч 

Частота 
г 

Рис. XV1II-3. Амплитудный 
спектр двух синусоид. 

Такая волна будет иметь ампли­
тудно-частотный спектр, изображенный 
на рис. XVIII-2. 

Если водная поверхность описы­
вается комбинацией целого ряда волн, 

имеющих различные периоды (частоты), то ее также можно пред­
ставить с помощью диаграммы, подобной той, которая показана 
на рис. XVIII-2. Например, сумма двух синусоид разного периода 
(Тх и Т2) представлена на рис. XVIII-3. 

XVIII-1.2. Анализ Фурье. XVIII-1.2.1. Сразу же возникает 
желание обратиться к реальной волнограмме, пример которой при­
веден на рис. XVIII-4. Допустим, что такая кривая может быть 
представлена в интервале 0 < t < 7 \ в виде ряда Фурье 

An , "V Г л 2nnt , D . 2nnt~] 
Л ( О = - У - + 2 , Lл*cos

 ~ т г + В п s i n т г ] 
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и оценим коэффициенты Ап и Вп. Предельное значение п пока не 
задано. Вообще следовало бы взять 1 < п < со, но очевидно, что 
можно взять и ограниченное число членов ряда, так как и с помощью 
конечного числа членов можно надеяться добиться хорошего совпа­
дения с реальной кривой, изображенной на рис. XVIII-4. 

Рис. XVIH-4. Типич­
ная запись морского 

волнения. Время 

Чтобы определить коэффициенты Ап и Вп в правой части записан­
ного выше уравнения, напомним, что 

• 1 

I 2nnt . 2nmt 
cos —=—sin — — d t = 0 для всех тип, 

(* 2лп 1 C0S
 ~ г 

2nnt 2nmt _ . cos T^ dt=0 для m^=n, 

1 cos -SR— cos — dt = ~- для m = n, 

Г . 2nn 

Ti 

2nnt 
sin 

2nmt 

0 

. 2nnt . 2nmt 

dt = 0 для m=f=n, 

sin sin- — dt= -~ для m = n. 
11 2 

Используем эти свойства, умножая обе части уравнения для 
Л (0 на cos 2nmtlT1 и интегрируя от 0 до Тх: 

j n W c o s i ^ d ^ ^ j c o s ^ - ^ + 

+ 2 i A " j c o s ~ т ~ c o s ~ j — + 
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так что получаем 

An^T^{t)coS^-dt, 
о 

и аналогично 
Т | 

п 2 С . . . . 2ят« 
П=~ТТ) 4 ( 0 s l n —f1~dL 

о 

XVIII-1.2.2. В рамках этой книги мы не можем строго и полно 
вывести достаточные и необходимые условия для того, чтобы функ­
ция rj (t) могла быть представлена в виде приведенной выше системы 
уравнений (этот вопрос изложен в многочисленных руководствах 
по анализу Фурье). Для наших целей достаточно привести одно из 
необходимых условий, а именно 

г , J | n (t) | dt =/= оо. . 
о 

Это условие удовлетворяется, если величина Тг конечна. 
Коэффициенты Ап и Вп могут быть представлены на двух графи­

ках, подобных рис. XVIII-2, — один для Ап, другой для Вп. Точки 
для каждого коэффициента лягут на абсциссы, кратные частоте 
кп = 2п1Тх, где 7 \ — продолжительность записи. 

Для того чтобы коэффициенты Фурье Ап и Вп могли характеризо­
вать состояние поверхности моря в любое время, продолжительность 
записи должна быть очень большой. Предельное значение п должно 
быть очень велико и процедура анализа Фурье — чрезвычайно 
трудоемкой. Сравнительно короткие волнограммы дают величины 
Ап и Вп, которые характеризуют лишь картину, отраженную дан­
ными частными сериями наблюдений в данный промежуток времени 
и в данном месте. Записи, произведенные даже на несколько минут 
раньше или позже данной или в нескольких футах в стороне от нее, 
дают совершенно другие значения Апж Вп. Такой упрощенный ана­
лиз Фурье является неустойчивым, поэтому необходимо найти зна­
чительно более стабильные характеристики состояния поверхности 
моря. 

XVIII-1.3. Анализ Фурье в экспоненциальной форме. Выражения 
для ряда Фурье, полученные выше, удобнее применять в экспонен­
циальной форме. Известные преобразования 

cos nkt = - i (einhi + e-inki), sin nkt = (e

inht — e~inV) 

позволяют записать выражение для п (t) в виде 
со оо 

ч ( 0 = у Ч Т 2 iB) e " i + 1 2 (Ап + iBn) г***. 
1 1 

Из определения А„ и Вп следует, что Ап = А.п , поскольку 
cos (—nkt) = cos nkt и B„ = —В_п, поскольку sin (—nkt) = 
= —sin nkt, так что последний член в уравнении для л (t) запишется 
в виде 

00 -оо 

1 - 1 

Подставляя это выражение в выражение для т) (t), получим 
оо 

Г)(0 = 2 Л " е " " " ' 
-оо 

где 
A'n = ±(An-iBn). 

Отсюда 
Г| 

А„ = ~ j t] (t) e-inU dt при n = 0, ± 1 , ± 2 , . . . 
о 

Мы видим, что величина А'п представляет собой комплексную 
функцию частоты (пк) для данной записи т) (t) продолжительности 
Тх, содержащую информацию о фазах и амплитудах компонент, 
из которых состоит кривая tj (t). Эта операция называется преобра­
зованием Фурье. 

XVIII-1.4. Случайные функции. Как уже говорилось, возникает 
вопрос о получении более стабильных характеристик состояния по­
верхности моря и метода, позволяющего использовать более продол­
жительные волнографические записи. По мере стремления продол­
жительности записи к бесконечности условие 

г, 

о 
будет, очевидно, нарушаться. Преобразование Фурье, дающее 
величину А'п, уже не будет правомерным. Для того чтобы опери­
ровать со случайным процессом с помощью общих понятий гармо­
нического анализа, приходится использовать несколько иной метод. 
Случайным процессом называется процесс, в котором флуктуации 
наблюдаемой величины, являющейся функцией времени, не могут 
быть точно предсказаны. Никакие две записи колебаний водной 
поверхности никогда не оказываются идентичными. Они обладают, 
однако, некоторыми статистическими свойствами, вполне поддаю­
щимися идентификации. Когда морская поверхность взволнована 
беспорядочным и случайным образом и разнообразие волн беско­
нечно, то ее характеристика с помощью описания формы этих волн 
находится в противоречии с существенными свойствами и чертамт 
самого процесса. В этом случае нужны характеристики, общие дл i 
любого участка и временного интервала. 
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XVIII-1.5. Автокорреляция. Представим себе наблюдателя, реги­
стрирующего возвышение уровня морской поверхности в момент 
t = tt в фиксированной точке. Что он может сказать о возвышении 
морской поверхности в момент tx 4 - At, где At = 0,1; 1,0; 10 или 
100 с? Если наблюдатель регистрирует синусоидальную группу 
волн, то он может довольно много сказать о том, какой уровень 
будет наблюдаться в момент t + At, но если процесс является слу­
чайным, то с уверенностью об этом судить нельзя. Самое лучшее, 
что может сделать наблюдатель, это дать какую-то оценку ожида­
емой величины подъема уровня (ожидаемая величина определяется 
как средняя из бесконечного числа наблюденных величин). Задача 
состоит в том, чтобы связать возвышение в момент t с его величиной 
в момент t -+ At. Корреляционная функция 

i?(x) = L i m l T L i\(t)i\(t + x)dt 
TI->00 1 JJ 

позволяет предсказать ожидаемую (среднюю) величину произведе­
ния двух значений возвышения уровня, относящихся к одному 
месту и разделенных интервалом времени т. Функцию R (т) назы­
вают автокорреляционной функцией от т] (t), чтобы подчеркнуть, 
что значения г) (t) и т) (t + т) относятся к одной волнограмме. В не­
которых случаях используется взаимная корреляция между различ­
ными записями. 

Установлены некоторые свойства автокорреляции, определяемой 
функцией R (т): 

1) автокорреляционная функция является четной, т. е. 

R(x) = R( — т) или 

Lim 4r- f 4 ( 0 il(* + T)d* = Lim-=r- V t| (*) л (t - x) dt; 
T,->-OO •* 1 J Г . + СО 1 1 J 

2) значение автокорреляционной функции при т = 0 равно 
среднему квадрату флуктуации водной поверхности, поскольку 

г. 

Я(т = 0) = 1Лт -=г- С т)а (<) dt; 
Т,-*оо J 1 « 

3) значение автокорреляционной функции при т -> 0 0 равно 
нулю, если наблюдаемое явление состоит из непериодических или 
«плывущих» компонент. Доказательство этого свойства выходит 
за рамки данной книги. Укажем, однако, что если процесс является 
случайным, то корреляция между результатами наблюдений в мо­
менты t и t 4- т будет стремиться к бесконечно малой величине по 
мере роста величины т. 

XVIII-1.6. Автокорреляция и плотность энергетического (или 
дисперсионного) спектра. XVIII-1.6.1. Д е л ь т а - ф у н к ц и я 
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Д и р а к а . Введем понятие спектра плотности (амплитудного или 
частотного) в области переменной частоты. Понятие о спектральной 
плотности аналогично понятию плотности вероятности. Спектр 
плотности энергии фактически выражает быстроту изменения диспер 
сии или производную от сигнала по частоте. Однако вместо самой 
амплитуды используется ее квадрат. Спектр плотности, соответ­
ствующий простой синусоидальной волне (см. рис. XVIII-3), будет 
представлять собой пик бесконечной высоты на частоте 2л/Т, по­
скольку изменение квадрата амплитуды по частоте равно бесконеч­
ности. Однако по определению этот пик имеет конечную площадь 

ОО 

js(ft) dk = ±-A\ 
-СО 

Такую функцию называют дельта-функцией Дирака. Периоди­
ческая волна произвольной формы, имеющая амплитудный спектр, 
показанный на рис. XVIII-2, будет представлена «гребнем», состоя­
щим из дельта-функций, каждая из которых имеет на частотах кх, 
к2, к3, ... бесконечную высоту, но конечную площадь, равную A2J2 
А\12, А\12, и т. д. 

ХУ1Ц-1.6.2. Д и с п е р с и о н н ы й с п е к т р и с п е к т р 
м о щ н о с т и . Случайная функция, не содержащая периодических 
компонент, не будет иметь бесконечных пиков плотности на каких-
либо частотах. Рассмотрим преобразование Фурье автокорреля­
ционной функции: 

ОО 

Ф ( & ) = ™ j П{х)е-1кЫт. 

-СО 

Тогда по определению 
СО 

Д ( Т ) = \ф{к)е1кЫк. 
- ОО 

Если т = 0, то 
ОО т щ 

/ ? ( 0 ) = Г <b(k)dk=Lim -=L f ц (t) n (/) dt -^цЩ. 
—ОО о 

Мы видим, что полная площадь под кривой Ф (к) равна среднему 
квадрату величины и (г). Площадь любого элемента Ф (к) dk пред­
ставляет собой средний квадрат той доли дисперсии функции г) (t), 
которая приходится на интервал ±xl2dk. Функция Ф (к) есть частот­
ный спектр плотности дисперсии функции т) (t). Часто этот спектр 
ошибочно называют энергетическим спектром, или спектром мощ­
ности, или просто спектром процесса ц (t). Можно показать, что 
дисперсионный спектр можно называть энергетическим спектром 
только применительно к линейным волнам на глубокой воде. В том 23 ЗАКАЗ 769 3 5 3 



виде, в котором он определен выше, он никогда не является спек­
тром «мощности», но всегда является дисперсионным спектром для 
любой записи колебаний поверхности моря — как в линейном, 
так и в нелинейном случае. 

Возможность использования названия «энергетический спектр» 
вытекает из самого определения: 

ОО 

j ф(Л) dk = *f(t). 
— СО 

Если величину ц (t) записать в виде 
ОО 

т) (г) = ^ Апcos (knt + е„), 
N-L 

то, возводя в квадрат и осредняя правую часть, получим 

Напомним теперь, что средняя энергия на длину волны и на 
единицу ширины гребня линейной волны (малой амплитуды) равна 

Еср = j pgH2, 

где Я — высота волны (2Ап). Волна с высотой 2Ап и частотой кп 

вносит энергетический вклад, равный 1I2 pgA% , в охваченное волне­
нием море. Из приведенного выше уравнения видно, что величина 
pgj Ф (к) dk в случае линейных волн представляет собой энергию 
волнения. Описание волнения с помощью его дисперсионного спектра 
Ф (к) dk является чисто статистической операцией. Если при упот­
реблении выражения «энергетический спектр» в него вкладывается 
физический смысл, то надо помнить, что дисперсионный спектр 
н энергетический спектр эквивалентны друг другу (помимо различия 
за счет множителя pg) только для волн малой амплитуды на глубо­
кой воде. 

XVIII-1.6.3. Свойство четности функции R (т) позволяет свести 
преобразование Фурье к косинус-преобразованию: 

ОО 
ф (к) = — j R (т) cos кх dx, 

- 0 0 

и за счет симметрии (Ф (к) = Ф {—к)) получаем]другое определение 
спектра: 

ОО 
S(k)=- ~- С Я ( T ) C O S kxdx. 

О 
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Некоторые авторы выражают частоту в циклах в секунду, т. е. 
используют вместо к величину / = А/2я. В этом случае переход 
к новому выражению для спектра очень прост: 

ОО 
S(J) = 2 \ Й (х) cos 2я/т dr. 

6 

Преимуществом такого вида записи является то, что множи­
тель 1/2я в преобразовании Фурье больше не нужен. Отметим, что 
при переходе от S (к) к S (/) надо помнить, что речь идет о спектрах 

10 10'" 10'' Ш' 
Ч а с т о т а 

1 0 1 Гц 

Рис. XVIII-5. Энергетический спектр волновых движений в море. 

плотности, и что поэтому должно сохраняться тождество £ (/) dj = 
= S (к) dk, так что S (к) = (1/2я) S (/). Некоторые авторы находят 
целесообразным также употреблять понятие «периодного» спектра 
(«по периодам»), т. е. 

S{T)dT = S(i)di, 
, 1 

где f = - f - . 

Преимущество такого представления спектра заключается в том, 
что период волны «ощущается» лучше, чем частота, однако в сущ­
ности такое же «чутье» можно выработать и в отношении частоты 
(/ или к = 2я/), если как следует привыкнуть к этой характеристике. 

Спектр и автокорреляционная функция обладают многими цен­
ными свойствами, помогающими использовать их для описания 
случайных процессов типа морского волнения. Они (особенно спектр) 
статистически устойчивы, так что отдельные записи, относящиеся 
к одному и тому же состоянию морской поверхности, дают близкие 
по характеру спектры. Очень полезным свойством этих характери­
стик является их компактность; например, 30-минутная запись 
колебаний поверхности моря оказывается сосредоточенной в 50— 
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100 точках, расположенных вдоль оси частот. Делались попытки 
аппроксимировать ветровые спектры эмпирическими кривыми. 

На рис. XVIII-5 показан типичный спектр движений морской 
поверхности. Здесь представлен полный диапазон частот от инфра-
приливных колебаний до капиллярных волн. 

XVIII-2. Вероятностные характеристики волновых движений 

XVIII-2.1. Понятие о распределении вероятности и плотности 
вероятности. Распределение вероятности обычно выражается гра­
фиком, на котором каждой заданной величине рассматриваемой 
переменной соответствует доля случаев (в процентах от общего 
их числа), когда эта переменная принимала значение, не превосхо­
дящее указанной заданной величины. Такой график чаще всего 
имеет вид S-образной кривой (рис. XVIII-6). 

Рис. XVIII-6. Распреде­
ление вероятности воз­
вышения свободной мор­

ской поверхности. 

0 а Ъ 
Отклонение морской поверхности от невозмущенного 

положения 

Производная от распределения вероятности называется плот­
ностью вероятности. Площадь, ограниченная кривой плотности 
вероятности и вертикальными прямыми, соответствующими величи­
нам а и Ъ, определяет вероятность того, что значение наблюдаемой 
величины будет заключено в интервале от а до Ь . Полная вероят­
ность того, что величина примет любое из всех возможных значений, 
должна быть равна единице. 

Предположим, что рассматривается возвышение морской поверх­
ности. Тогда 

СО 

J p{vi)dr\ = l, 
- 0 0 

где р (ц) — плотность вероятности возвышения морской поверх­
ности г). Распределение вероятности величины т), т. е. Р (т|), будет 
(рис. XVIII-6): 

•Л 

Р(Ч)= \p(4)d4-
-СО 

XVIII-2.2. Плотность вероятности ординат водной поверхности. 
Теоретической формы для кривой плотности вероятности возвыше­
ния поверхности при морском волнении не существует. Обычно эту 
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кривую считают гауссовой (нормальной), симметричной относительно 
нулевого значения т] (невозмущенного уровня), т. е. 

p(4)dT] = - - J = E " *?di\, 

У 2ЛГ|2 

где и 2 — средний квадрат возвышения (флуктуации) поверхности. 
Вид этого уравнения может варьироваться. Если величина у\ изме­
ряется в единицах l A i 2 (=А Ч ) , то приведенное выше уравнение 
будет иметь вид 

Укажем здесь, что величина ц2 — к^ представляет собой сред­
ний квадрат флуктуации морской поверхности и равна площади 
под спектральной кривой. Некоторые авторы по различным причи­
нам употребляют разные определения для полной площади под 
спектральной кривой, используя множители 2, 4, а иногда 8 или 16. 
С математической точки зрения лучше всего оставить в силе выра­
жение 

ОО 

\S{f)df = r? = k\. 
О 

Такое определение пригодно для использования спектрального 
метода в самых различных областях. Другими словами, полная 
площадь под спектральной кривой представляет собой дисперсию 
(среднее квадратическое отклонение) исследуемого процесса. 

XVIII-2.3. Вероятность высот волн. Предполагается, что одно­
мерная последовательность волн описывается функцией 

Wfl (0 = 2 А п cos (kj + ej, 

где ряд значений кп распределен по частотам, содержащимся 
в спектре, величины е„ означают произвольные фазовые углы, 
а значения Ап определяются спектром, как функция от кп. 

Если спектр сосредоточен в узком диапазоне частот, так что 
кт — средняя частота, а фактические частоты кп лишь незначительно 
отличаются от кт, то приведенное выше уравнение можно записать 
в виде 

т|(*) = 2 Ап C O S ( М ~ krnt + Е„ + kmt) = A, COS kmt + As S I N kmt, 

где 
A c = 2 A n C O S ( M — kj + E„), 

A s = 2 Л S I N (knt — kj + E„). 

В уравнении для r\ (г) предположение об узости диапазона зна­
чений кп означает, что величины Ас и As очень медленно изменяются 
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во времени. Теперь положим R = УА\ — А\. Далее, из централь­
ной предельной теоремы теории вероятностей следует, что величины 
Ас и As по определению будут иметь нормальное распределение, 
если суммирование производить по достаточно большому числу 
членов. Мы имеем 

00 

L ? = L F = T P = J 5 ( / ) D / . 
О 

Следовательно, вероятность того, что Ас и As лежат в пределах 
элементов dAc и dAs, дается следующей функцией плотности вероят­
ности: 

р(Ас, As)dAcdA5=-L-exp ' 
2 л т)2 

dAc dAs, 
2Г)2 

если только переменные Ас и As статистически независимы. Это 
следует из того факта, что ACAS = 0. Теперь положим 

AC = R cos a, As=Rs\na 

и преобразуем выражение для р (Ас, As) с помощью тождества 

р(Ас, As)dAcdAs~p(R, a)RdRda 

к выражению 
p(R, a) dRda = ~JLE-^'"^dadR. 

Здесь мы можем разделить переменные и тогда получаем 

р (R, a) dRda = p (R) dRp (a) da = 
R ~ К 2 / 2 Т Г 2 ^ 

= — е dR • - т г - da, 
Т]2 2Я 

так что 
p(R)dR=J=e-R2/WdR, р (a) da = da. 

Фактически величину R можно рассматривать как амплитуду 
волны Н/2, а величину а — как фазу волны е„. Последнее уравне­
ние показывает, что фазы волн распределены равномерно между О 
и 2я. Выражение для р (R) dR можно еще упростить, поскольку для 
синусоидальной волны средняя квадратичная величина равна поло­
вине квадрата амплитуды. Таким образом, если Н = 2R, то 

\? = ̂ W=^lP и p(H)dH^~e-H'/1TldH, 
2 8 - г -у Я 2 

что представляет собой хорошо известный закон распределения 
Рэлея. 

Несмотря на многие кажущиеся допущения при выводе этого 
уравнения, наблюдения показывают его исключительно хорошее 
согласие с фактическим распределением высот волн в морском вет­
ровом волнении. 

XVHI-2.4. Вероятность периодов волн. В настоящее время 
не имеется простого метода вывода распределения вероятности пери­
одов волн из волнового спектра. Вероятность периодов волн (осно­
ванная на учете нуль-пересечений или прохождений фактической 
водной поверхности т| (t) через уровень невозмущенной поверхности) 
надо каким-то образом связать с автокорреляционной функцией, 
однако точного способа для этого пока найти не удалось. Чтобы 
получить какую-то оценку «среднего периода», основанную на 
спектре плотности дисперсии, вводится понятие спектрального 
момента. Спектральный момент порядка п определяется выражением 

чет 
Mn=\fS{i)df. 

Это выражение совершенно аналогично выражению для момента 
плотности вероятности: J хпр (х) dx. 

Ожидаемая (средняя) величина интервала времени между после­
довательными нуль-пересечениями в процессе, имеющем спектр 
S (/), будет 

— СО 
| S ( / ) df 

I S • T Г М0-\!г ^_ 1 _ 0 
2 2 L М о J 2 °? 

J PS (/) df 
о 

где f — средний кажущийся период волны (полный период равен 
удвоенному ожидаемому интервалу времени между последователь­
ными нуль-пересечениями). Вывод этого выражения можно найти 
в более полных учебниках и пособиях — здесь мы его давать не 
будем. Подобным же образом найдено, что ожидаемый период между 
последовательными максимумами и минимумами (точками нулевого 
градиента, dr\ldt = 0) дается выражением 

Mi T / i 

н мы видим, что он заметно отличается от величины Т/2 при общей 
форме спектра S (/). Оба периода идентичны только, если S (/) 
представляет собой дельта-функцию, что соответствует только 
одной частоте. 

Соотношение между Т и автокорреляционной функцией можно 
лучше всего проиллюстрировать, если вспомнить хорошо известную 
теорему статистики: «Момент распределения вероятности порядка п 
дается re-ной производной от характеристической функции плотности 
вероятности в начале координат». Характеристическая функция 
плотности вероятности представляет собой преобразование Фурье. 
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Преобразование Фурье спектра является автокорреляционной функ­
цией (см. XVIII-1.6), так что М0, Мг и Af4 просто равны нулевой, 
второй и четвертой производным от автокорреляционной функции 
при т = 0. 

XVIII-2.5. Вероятность подповерхностных скоростей и уско­
рений. Распределение вероятностей подповерхностных скоростей 
и ускорений в случае волн малой амплитуды (линейное прибли­
жение) обычно предполагается нормальным. Чтобы определить 
нормальное распределение, требуется только найти дисперсию. 
Для скоростей и ускорений это можно сделать с помощью диспер­
сионного спектра движений поверхности и с использованием гидро­
динамической потенциальной теории. 

Водная поверхность описывается суммой бесконечного числа 
синусоид, распределение которых по частотам имеет вид Sf. Можно 
показать, что результат линейного преобразования любого линей­
ного случайного процесса можно представить в виде произведения 
спектра этого процесса на квадрат оператора этого преобразования. 
Состояние поверхности моря описывается выражением 

Л (0 = 2 Л sin (2я/„* + е л). 

Соответствующие подповерхностные скорости и ускорения будут 
(см. XVI-3.4): 

и 

^ = 2 ^ A n ^ ± l ) cos ( 2 n U + е„). 

Квадрат модуля выражения, описывающего операцию над вели­
чиной и (t), необходимую для получения величины и (t), будет 

Г 0 , ch mn(d-\-z)-]2 
ГЛ/п shmnd J ' 

так что 

где Su (/) — спектр скорости на горизонте 2, a Sn (/) — спектр 
колебаний поверхности. 

В соответствии с определением спектра имеем 
СО ОО 

u?=§su (/) dt=j l2nfciTd+z)]X (/) dt. 
0 0 

Напомним (см. XVI-3.3), что здесь величина Т представляет 
собой функцию от / , определяемую уравнением 
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(2л/) 2 = mg th md. 

Определив величину и2, можно записать распределение плот­
ности вероятности в виде 

р (и) du = - Д = : Е 5 1 du. 
УГПЙ* 

Аналогично можно получить плотность вероятности ускорения 
и подповерхностного давления. 

XVIII-3 . Обсуждение некоторых проблем нелинейности 

XVIII-3.1. Влияние нелинейности на распределение вероятности. 
Хорошо известен неоднократно наблюдавшийся факт, а именно, 
что при высоких волнах гребни становятся короче и острее, а лож­
бины — длиннее и по ложе, чем в случае простого синусоидального 

Рис. XVIII-7. Иллюстрация 
влияния нелинейных эф­
фектов на распределение 
вероятности возвышения 
свободной морской поверх­

ности. 
1 — ЛИНЕЙНЫЙ ПРОЦЕСС (ГАУССОВО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ); 2 — НЕЛИНЕЙ­
НЫЙ ПРОЦЕСС (АСИММЕТРИЧНАЯ — 

КРИВАЯ). 

профиля. Поскольку средний (невозмущенный) уровень поверх­
ности должен оставаться неизменным, следует ожидать, что плот­
ность вероятности ординат поверхности будет неодинаковой в случае 
сильного и слабого волнения. При усилении волнения положитель­
ные ординаты станут крупнее, но наблюдаться они будут реже, 
а отрицательные ординаты станут меньше по величине, но наблю­
даться будут чаще. Симметрия кривой плотности распределения 
нарушается (рис. XVIII-7). 

Влияние асимметрии кривой распределения вероятности орди­
нат водной поверхности сказывается в некоторой степени на распре­
делении вероятности высот воли. Этот эффект, однако, заметен 
довольно слабо и не представляется особенно существенным. Напом­
ним, что, тогда как гребни становятся более острыми, ложбины 
становятся более плоскими. При рассмотрении высоты волн эти 
эффекты отчасти компенсируют друг друга, и распределение вероят­
ности высоты волн при сильном волнении остается очень близким 
к рэлеевскому. 

Влияние нелинейности на распределение периодов изучения пока 
слабо. При волнении, носящем случайный характер, понятия «пе­
риод волны» фактически не существует. Можно сказать лишь, что 
промежутки времени между последовательными нуль-пересече­
ниями при подъеме и опускании будут короче, чем аналогичные 
промежутки времени от нуль-пересечения при опускании до нуль-
пересечения при подъеме. Оценки средних интервалов времени 
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между последовательными нуль-пересечениями и последовательными 
максимумами или минимумами, которые упоминались выше, не 
являются достаточно достоверными. 

XVIII-3.2. Влияние нелинейности на спектр и спектральные 
преобразования. Проблема нелинейности может возникать при изу­
чении волновых спектров в разной форме. Ясно, что сама техническая 
сторона процедуры гармонического анализа, описанная в XVIII-1, 
не зависит от нелинейных эффектов. Трудности возникают при 
интерпретации получающихся спектров. Высокочастотная часть 
спектра отражает наличие и небольшой ряби, и мелких ветровых 
волн, и высших гармоник некоторых более низкочастотных волно­
вых компонент. Высшие гармоники было бы желательно отделять 
от прочих, так как они движутся с фазовой скоростью основной 
волны, в то время как более короткие волны перемещаются гораздо 
медленнее. 

Спектр не отражает фазовых характеристик, а также различий 
между гребнями и ложбинами. Очевидно, что нормальный волновой 
спектр является недостаточно полной характеристикой сильного 
(нелинейного) волнения. 

Одно из главных преимуществ спектрального описания волнения 
становится очевидным, когда речь идет о подповерхностных ско­
ростях и ускорениях. Спектры скоростей, ускорений, давления 
и т. д. с легкостью находятся по спектру колебаний поверхности. 
Переходные функции при нелинейном волнении далеко не так просты. 
При операциях со спектром возникает новая форма нелинейности. 
Например, предсказание спектра степени волнения по спектру коле­
баний поверхности, если функция / имеет вид / = аи2 4- Ъй, тре­
бует проведения нелинейных преобразований спектра колебаний 
поверхности. Эти задачи еще не решены. 

УПРАЖНЕНИЯ 

XVIII-1. Изобразите (приближенно) автокорреляционную функцию для 
синусоидальной волны и случайного шума. Предложите способ выделения сину­
соидальной компоненты из случайного процесса. 

О т в е т : способ выделения периодических компонент состоит в определе­
нии автокорреляционной функции при произвольно большом временном интер­
вале т. 

XVIII-2. Изобразите спектр плотности дисперсии периодической волны. 
Почему описание периодического движения с помощью дисперсионного спектра 
не очень эффективно? 

О т в е т : спектр плотности периодической функции в общем представляет 
собой бесконечный ряд дельта-функций. Периодическое явление лучше всего 
описывать с помощью простого ряда Фурье, а не спектра плотности. С помощью 
«плотности» нельзя представить относительной величины амплитуд гармоник. 

XVIII-3. Найдите р [/ (х)] и нарисуйте график этой функции, если / (х) = 
= i ' K P ( i ) = (1/ /2Л) e<ll^x\ 

О т в е т : для каждой величины х существует только одна величина р (х). 
После преобразованя х в у = / (х) = х 2 требуется, чтобы вероятность р (у) 
также однозначно определялась величиной у. В частности, величина р (х) в интер­
вале х — Sx/2 < х < ; х + бх/2 будет теперь представлена в у-плоскости вели­
чиной р (у) в интервале y—Sy/2 < у <; у + 8у/2. Это требование необходимо 
только, если при всех х и у удовлетворяется тождество р (x)dx = р (у) dy. Отсюда 
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, ,едует соотношение Р (у) = р It (х)] = Р О) dx/dy. Однако в этой частной 
за (аче возникает еще один момент. - ' 

При и = х 2 функция р (у) может существовать только при положительных 
значениях у. Короче говоря, в соотношении у = х 2 каждому значению у соот­
ветствуют два значения х, а именно: + х и - х . Поэтому здесь необходимо, чтобы 
удовлетворялось тождество 

р(у) dy= р(—х) dx + p (х) dx, 

и, поскольку р (х) является четной функцией, то р (у) dy = 2р (х) dx, если 
;/ = х 2 . Следовательно, 

dx 
р (у) = 2р (х) - j — = — — 1 
r K J ' dy (2ш/) 

— Е 2 П р и у > О, 

р(у)=2р(х) ^ - = 0 при у < 0 . 

XVIII-4. Покажите, что автокорреляционная функция любой стационар­
ной случайной переменной является четной. 

О т в е т : 

Д(т).= Ыш 4г [ f(t)f(t + x)dt. 
Т - > - о о 1 J ( - 0 

Подставляем вместо t величину *—х: 
( = Т - т 

/•(X) = LIRA - 1 \ f'(t — x)f(t)dt. 

Проделанная подстановка не изменяет средние характеристики. Теперь 
без потери общности можно сдвинуть пределы интегрирования, поскольку 
процесс является стационарным. Получим 

т 
Д(т) = Ы т 4 Д / ( * - т ) / ( 0 * - я { - * ) 

Т - > - о о Т •> 

по определению. 
XVIII-5. При определении спектра случайного процесса сначала вычисляют 

автокорреляционную функцию, а затем применяют косинус-преобразование 
Фурье. Что, по вашему мнению, получится, если применить к автокорреляцион­
ной функции синус-преобразование? Почему? 

О т в е т : функцию R (т) можно представить рядом Фурье 
о о 

Л ( Т ) = А 0 + 2 "NCOSNEOF-L- У bnsmna>t. 
п = - о о П = - о о 

Синус-преобразование соответствует операции 

J" R (Т) SIN /ПОЭТ dx. 

Из общей теории рядов Фурье следует, что этот интеграл существует только 
при определенной величине тп, если R (т) имеет синусоидальные компоненты, 
содержащие аргумент тшт. Поскольку R (т) является четной функцией, то 
представляющий ее ряд Фурье 

П (Т) = А 0 + 2 " n c o s " w < + 2 b n s i n п Ш 
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не может содержать синусоидальных (несимметричных) компонент. Поэтому 

Я(т) = а0 +2алС08ггш/, 

а это значит, что синус-преобразование тождественно равно нулю. 
XVIII-6. Случайная переменная х имеет экспоненциальное распределение плотности вероятности: 

р(х) = а ехр ( — Ь | х I). 

где а и Ъ — константы. Определите соотношение между а и Ъ и функцию рас­
пределения вероятности Р (х). Изобразите р (х) и Р (х). 

О т в е т : 

Ь = 2а, Р (х) = 1 в - 2 а | ж | для х<0, 
P ( z ) = i . + ± ( l _ « - * « ) для *>0. 

XVIII-7. Предполагая волновое движение линейным, найдите выражение 
для дисперсии подповерхностного придонного давления при глубине d и при 
волнении, описываемом выражением 

г| (t) = 2 А* c o s (23lf"{ + *»)• 

О т в е т : из линейной теории периодических волн имеем 

Следовательно, 

оо оо 
0 P = J 5 P ( / ) = ( W ) » J ^ T 5 4 ( « . 

о о 
XVIII-8. Распределение плотности вероятности высот волн в море, охва­

ченном волнением, дается выражением 

P(H)dH = J=<THlllr*dH. 2#з 
Найдите соотношение между наиболее вероятной высотой волны, средней 

высотой волны, характерной высотой волны (средней из самой высокой трети 
волн) и максимальной волной (имеющей вероятность 1 : 100). 

ЯСр = 1,25Я„аиб.вер (р = 0 460); 
Янаиб. вер = #нанб. вер (р = 0,606); 

х̂ар = 2#наиб. вер (/> = 0,135); 
#макс = 3#„аиб. вер (р = 0,010). 
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